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Exercice 1 e3a : Une façon (pas si) complexe de calculer I =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt.

On pose, pour tout n ∈ N∗, un =

∫ π
2

0

cos(t) sin(2nt)

sin(t)
dt et vn =

∫ π
2

0

sin(2nt)

t
dt.

1. (a) Véri�er que un et vn existent pour tout n ∈ N∗.
(b) Montrer que pour tous a et b réels, on a :

cos(a) cos(b) =
1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b)), et que pour tout t ∈ [0, π/2],

sin((2n+ 2)t)− sin(2nt) = 2 cos((2n+ 1)t) sin(t)

(c) En calculant un+1 − un, montrer que un est indépendante de n et donner sa valeur.

2. Soit h une fonction de classe C1 sur un segment [α, β] à valeurs dans R.

On pose, pour tout m ∈ N , Hm =

∫ β

α

h(t)eimt dt.

Montrer, en utilisant une intégration par parties, que lim
m→+∞

Hm = 0.

3. Montrer que la fonction h : t 7→ h(t) =
1

t
− cos(t)

sin(t)
est prolongeable en une fonction de classe C1 sur

[
0,
π

2

]
.

4.

(a) Calculer lim
n→+∞

(vn − un).

(b) En déduire la valeur de I =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt.
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