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Exercice
On pose, lorsque cela est possible

f(x) =
∫ +∞

1

dt

tx
√
t2 − 1

Q1. Déterminer l’ensemble de définition I de f .
Q2. En justifiant son existence, calculer

∫+∞
0

dx
ex+e−x .On pourra faire le changement de variable u = e−x.

Q3. Calculer f(1). On pourra faire le changement de variable t = ch(u).
Q4. Calculer f(2). On pourra remarquer que la dérivée de x 7→ sh(x)

ch(x) est égale à x 7→ 1
ch2(x) .

Q5. Vérifier que f est positive sur I.
Q6. Montrer que f est décroissante sur I.
Q7. Prouver que f est de classe C1 sur I et préciser l’expression de f ′(x). Retrouver alors le résultat

de la question précédente.
Q8. Soit x ∈ I. Démontrer la relation

f(x+ 2) = x

x+ 1f(x)

On pourra effectuer, en la justifiant, une intégration par parties.
Q9. Soit p ∈ N∗. Donner l’expression de f(2p) à l’aide de factorielles.
Q10. Pour tout réel x > 0, on pose

φ(x) = xf(x)f(x+ 1)

Prouver que φ(x+ 1) = φ(x). Calculer φ(n) pour tout n ∈ N∗.
Q11. En utilisant la question précédente, déterminer un équivalent de f(x) quand x→ 0+.
Q12. Vérifier que ∀n ∈ N∗, f(n)f(n+ 1) = π

2n . En déduire que

f(n) ∼
n→+∞
n∈N∗

√
π

2n

Q13. En utilisant des parties entières, prouver que

f(x) ∼
x→+∞

√
π

2x

1



Q14. Déduire des questions précédentes le tableau des variations de f sur I et tracer sa courbe repré-
sentative dans un repère orthonormé.

Q15. Prouver que la fonction φ est constante sur R+∗.

Problème
Objectifs

Dans la partie I, on considère deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables sur R et on
s’interroge sur l’existence d’un développement en série entière dans un voisinage de 0 pour ces fonctions.
Dans la partie II, indépendante de la partie I, on démontre le théorème de Borel en construisant,
pour toute suite réelle (bp)p∈N, une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p ∈ N,
on ait : f (p)(0) = bp.

Partie I – Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables
On considère la fonction f définie sur R par :

∀x ∈ R, f(x) =
∫ +∞

0
e−t(1−itx)dt.

Q1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

Pour tout p ∈ N, on note Γp =
∫ +∞

0
tpe−tdt.

Q2. Pour tout p ∈ N, justifier l’existence de Γp et déterminer une relation entre Γp+1 et Γp.
Q3. En déduire, pour tout p ∈ N, la valeur de Γp.
Q4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N,

f (p)(x).

Q5. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p>0

f (p)(0)
p! xp.

La fonction f est-elle développable en série entière en 0 ?
On considère la fonction g définie sur R par :

∀x ∈ R, g(x) =
+∞∑
k=0

e−k(1−ikx).

Q6. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N,
g(p)(x).

Q7. Montrer que pour tout p ∈ N, on a :
∣∣∣g(p)(0)

∣∣∣ > p2pe−p.
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Q8. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p>0

g(p)(0)
p! xp.

La fonction g est-elle développable en série entière en 0 ?

Partie II – Le théorème de Borel
Q9. Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x ∈ R :

1
1 + x2 = a

x− i
+ b

x+ i
.

Q10. On considère la fonction ψ définie sur R par : ∀x ∈ R, ψ(x) = 1
x− i

.
Montrer par récurrence que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R :

ψ(p)(x) = (−1)pp!
(x− i)p+1 .

Q11. Déterminer, pour tout p ∈ N, la dérivée p-ième de la fonction ϕ1 définie sur R par :

∀x ∈ R, ϕ1(x) = 1
1 + x2 .

Q12. Montrer que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R, on a : |(x+ i)p+1 − (x− i)p−1| 6 2(1 + x2) p+1
2 .

En déduire que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R∗, on a :
∣∣∣ϕ(p)

1 (x)
∣∣∣ 6 p!
|x|p+1 .

Q13. Pour tout réel α, notons ϕα la fonction définie sur R par :

∀x ∈ R, ϕα(x) = 1
1 + α2x2 .

Montrer que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R∗ :

|α| ·
∣∣∣ϕ(p)
α (x)

∣∣∣ 6 p!
|x|p+1 .

On considère une suite réelle (an)n∈N et on lui associe la suite de fonctions (un)n∈N définies sur R par :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, un(x) = anx
n

1 + n!a2
nx

2 .
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Q14. Pour tout n ∈ N, on note αn =
√
n!an. Montrer que pour tout entier p > 0, tout entier n > p et

tout réel x, on a :

u(p)
n (x) = an

p∑
k=0

(
p

k

)
n!

(n− k)!x
n−kϕ(p−k)

αn
(x).

Q15. En déduire que pour tout entier n > 0 et tout entier p ∈ J0, n−1K, on a : u(p)
n (0) = 0, et déterminer

u(n)
n (0).

Q16. Montrer que pour tout entier n ∈ N∗, tout entier p ∈ J0, n− 1K et tout réel x, on a :

∣∣∣u(p)
n (x)

∣∣∣ 6 |x|n−p−1
√
n!

p!2n.

Q17. En déduire que la fonction U =
+∞∑
n=0

un est bien définie et indéfiniment dérivable sur R.

Q18. Montrer que U(0) = a0 et que pour tout entier p > 1, on a : U (p)(0) =
p−1∑
n=0

u(p)
n (0) + p!ap.

Q19. Déduire de ce qui précède que pour toute suite réelle (bp)p∈N, il existe une fonction f indéfiniment
dérivable sur R telle que pour tout p ∈ N, on ait : f (p)(0) = bp.
Ce résultat est appelé théorème de Borel. Il a été démontré par Peano et Borel à la fin du xixe

siècle.
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