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MATHEMATIQUES
à rendre le 16 Octobre 2023

Niveau I

Exercice I

Montrer que la série
∑
n>0

(−1)n
∫ π

2

0

cosn(t) dt converge et que sa somme est
∫ π

2

0

1

1 + cos(t)
dt.

Exercice II

1. Montrer qu’il existe une constante γ telle que :
n∑

k=1

1

k
= ln(n) + γ + o(1) quand n tend vers

+∞.

2. Prouver que la série
∑
n≥2

(−1)n lnn
n

converge mais qu’elle n’est pas absolument convergente.

On note S =
+∞∑
n=2

(−1)n lnn
n

.

Pour n ≥ 3, on pose :

un =
n∑

k=1

1

k
− ln(n), Sn =

n∑
k=1

(−1)k lnk
k

, tn =
n∑

k=1

lnk

k
, an = tn −

(ln(n))2

2
.

3. (a) Démontrer : ∀n ≥ 3,
ln(n+ 1)

n+ 1
≤
∫ n+1

n

lnt

t
dt ≤ lnn

n

(b) En déduire que (an)n≥3 est décroissante et convergente.

4. Montrer que ∀n ≥ 3, S2n = tn − t2n +

(
n∑

k=1

1

k

)
ln2.

En déduire une expression de S2n, où figurent an, a2n, un.
5. Calculer lim

n→+∞
S2n. (On exprimera cette limite en fonction de γ et de ln2).

En déduire, avec soin, S.
6. En déduire

ln(2)

2
≤ γ ≤ ln(2) + 1

2

1



Niveau II

Exercice I
Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels positifs, (vn)n∈N ne s’annulant pas à partir d’un certain

rang.

1. On suppose que
∑
n>0

vn converge.

(a) Si un = o(vn), montrer que
+∞∑
k=n

uk = o

(
+∞∑
k=n

vk

)
.

(b) Si un ∼ vn, montrer que
+∞∑
k=n

uk ∼
+∞∑
k=n

vk.

2. On suppose que
∑
n>0

vn diverge.

(a) Si un = o(vn), montrer que
n∑

k=0

uk = o

(
n∑

k=0

vk

)
.

(b) Si un ∼ vn, montrer que
n∑

k=0

uk ∼
n∑

k=0

vk.

3. Soit la suite récurrente (un)n∈N définie par : u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = un e
−un .

(a) Montrer que : ∀n ∈ N, un > 0, puis que (un)n∈N converge vers 0.

(b) Déterminer la limite de
1

un+1

− 1

un
et en déduire un équivalent de un.

Exercice II

Pour n ∈ N, on pose Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k
.

1. Justifier l’existence de Rn.

2. Montrer que Rn = Rn+1 +
(−1)n+1

n+1
et Rn +Rn+1 =

+∞∑
k=n+1

(−1)k

k(k + 1)
.

3. En déduire un équivalent de Rn et la nature de
∑
n>0

Rn.
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