PSI Octobre 2021
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Formes Linéaires et Hyperplans

Exercice 1. 1) Montrer que H = {M € .#,(R)/tr(M) = 0} est un hyperplan et en déterminer une
équation et un supplémentaire.
2) Soit ¢ 'endomorphisme de ., (R) défini pour tout M € .4, (R) par :

o(M) = tr(M)I, + M

Déterminer la trace et le déterminant de ¢ .

Exercice 2. Soit n € N*. On considére n réels (aq, - - - ,a,) deux a deux distincts rangés dans 'ordre
croissant.

. n X — a;

On pose £ =R,,_1[X] et pour tout i € [1,n], L;(X) = 1I :

j=1 G4

JF#i

1. Pour n = 3, expliciter (Lq, Lo, L3).
2. Montrer que B = (Ly,---, L,) est une base de E.
3. On note E* 'espace vectoriel des formes linéaires sur E.
(a) Donner le dimension de E*.
(b) Pour ¢ € [1,n], on pose : ¢; : B +— R, P +—— P(a;).
Montrer que (¢1,- -+ ,¢,) est une base de E*.

4. En déduire qu’il existe une unique suite (Aq, -+, \,) € R™ telle que

VP e R,_1[X], /1 P(t)dt =i i P(a;)

Exercice 3. D’aprés CCP 2016
1. Montrer que H, hyperplan de E , est stable par u € Z(FE) si et seulement si

INe K, Im (u—Ald) C H

S =N

1 3
Soit v endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A= | 0 1
0 1

2. Montrer qu'un plan H de R? d’équation : azx + by + cz = 0 est stable par u si et seulement si

a a
meKUA| b | =2 b
c c
a a
3. Montrer que INe KA b | =A| b | < det(fA— \) =0 <= det(A — \I) = 0.
c c

4. Trouver les plans stables par wu.



Exercice 4. Soit u € E = C([0,1],R) telle que Vf € F, fol f)ydt = 0 = fol u(t)f(t)dt = 0.
Montrer que u est constante

Exercice 5. Soient £ un K-e.v de dimension n et (e, - - ,e,) une famille de vecteurs vérifiant
Ve Z(EK), fler) = flea) == f(e,) =0= f=0
Montrer que (eq,--- ,e,) est une base de E.

Exercice 6.
1. Soit A € #,,(R). Justifier que p4 définie par : VM € 4, (R), pa(M) = tr(AM) est une forme
linéaire.
2. Montrer que, toute forme linéaire ¢ sur .#,,(R), s’écrit de maniére unique sous la forme ¢ =

avec A € M#,(R).
Exercice 7. (Centrale Math 1 2016, 30 mn sans préparation)

1. Soit E et F' deux C-espaces-vectoriels de dimension finie. Quelle est la dimension de Z(E, F)?

2. Soit p formes linéaires (fi,--- , f,) sur un C-espace-vectoriel E de dimension finie n € N*.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) Le systéme (fy---, f,) forme une famille libre.
(b) L’application f: E — CP,x — (fi(z), -, fp(x)) est surjective.

(c) 1l existe une famille (z1,--- ,z,) d’éléments de E telle que :

filer) - fplz)
det((fj(zi))iz) = : : #0

f1<.xp) Y f/p(.xp)

p
3. Montrer que :ﬂ Ker f; C Ker f <= f € Vect(f1,---, f»)

=1



