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MATHEMATIQUES Feuille d’Exercices n°3
Septembre 2025 Intégration sur un intervalle quelconque

Les Exercices Fondamentaux

Exercice 1. Nature de

1 us 1 +oo
1 In(1 — 1
1./ dt 2./2 wdx 3./ sin (> dz 4./ (In(1+2) —Inz)dx
0o 1=t 0 Cos T 0 x 0

Exercice 2. Apreés avoir justifié son existence, calculer :

1/+oo b+l dt 2/+Oo ! dt( L=1+t*—txt)
. —_—— . —_— stuce pour le calcul : écrire = — 1 % .
o (t+2)2(t+3) o (@weEt e

+oo 1 L Foo dt o 2Sing
3, m(14+=)dt 41, = | (In(w)” du( par secusence ). 5. o T g
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Exercice 3. (CCINP 2024)
1
On pose I, , = / 2P(lnx)" da avec n,p € N.
0

1. Etudier 'existence de cette intégrale.
2. Déterminer une relation de récurrence sur n.

ent

—+oo
Exercice 4. On pose I, = /0 W dt avec n € N.
1. Montrer que I,, converge pour tout n
1 n—1
nan *
3. On pose J, = nl,. Déterminer une relation de récurrence entre J,, et J,_; pour n € N*

2. Montrer que Vn > 1,1, =

I 1.

"1
4. Calculer J; . En déduire que J,, = Z o8 pour n > 1.
k=1

1 1
5. Montrer que I,, = — (1 — 2> pour n > 1.
n n

+o0
1 —cos(t
Exercice 5. Donner I'’ensemble de définition de f : x — e*””tﬂ dt.

0 t2
Exercice 6. (Mines-Telecom 2022)

1 1
1. Donner un équivalent de T Arctan n quand t — 400
teoq 1
2. Nature et calcul de / T Arctan n dt
1

Exercice 7. 1. Montrer que z — Arctan (z) + Arctan% est constante sur R} .

2. Nature de I'intégrale de f1+oo (Arccos (1) — Arctan z) d.

T
Exercice 8. Soit N € N*. Calculer le(ln t)% dt.
n
Par une comparaison série et intégrale, donner un équivalent de u,, :Z (In k)2 et en déduire la nature de la série de
k=1
terme général ui



Exercice 9. (CCINP 2016)

1. Justifier que Vz € R, |sinz| < |z|.
t

too  gint
2. Existence de I = / —n__d¢.
0 t(l + t2)

3. Montrer que (I,,),, converge vers 0.

n
Exercice 10. Extrait de e3A PSI 2003 : On pose Vn € N, a,, =1+ u, et p, = kl}l ak.

1. On suppose que : AN € N,Vn > N, p,, # 0.
Justifier que si (py,), converge, alors (uy,), converge vers 0.

2. Trouver un exemple montrant que la réciproque est fausse.

2 [T e
3. On pose a, = —/ e~ dt.
VT Jo
2 VT

+o0 2 o0
(a) Montrer que / e~ dt converge. On admet que / e dt = 5
0 0

4
(b) Justifier que ¥t > n, et < 2ot
n

(c¢) En déduire que (p, ), converge.
Les Exercices Plus Difficiles

Exercice 11. 1. Montrer que pour tout a > 0, f;oo =% dz converge.

2. Montrer fa+°o %daz ~o —Ina.
a—r

Exercice 12. 1. Etudier la convergence de f0+°° b% dz.

n : —+00 sin
2. Etudier la convergence de |, Trtsing dzx.

3. En déduire un contre-exemple d’une propriété du cours.

“+oo
Exercice 13. 1. Soient f continue sur RY telle que / @ dx converge, (a,b) € R? telle que : 0 < a < b.
1

T

+oo _ b

(a) Montrer que pour tout € > 0, / M dx = / M dx.
T « T

€

(b) En déduire que /+OO M

0 X

dz converge et que :

/o+°°J‘<ax>f<bw>dscf<0>ln (&)

x a

+oo _ b +o0o —ax _ ,—bx
2. Calculer / cos(az) — cos(bz) dx et / idx.
0 T 0 z

+oo L: .
3. Existence et calcul de / sin(a) sin(bz) dx
0

x
2 1 b
Exercice 14. (CCP 2016) Trouver (a,b,c) € R? tels que crrl o ¢ + NEN —
zz+1)?2 = z+1 (z+1)
X1 b
On admet que 7; ol Montrer que A tL;J dt converge et la calculer.
+o0 et
Exercice 15. (Mines 2021) Soit f(x) = / - dt.

1. Montrer que f est définie sur |0, +oo[. Montrer que f est dérivable sur I et déterminer f’.
2. Déterminer un équivalent de f en 0 et 4oc.

3. Montrer que f0+oo f(z) dz est définie et la calculer.



Exercice 16. (Centrale 2022) L’intrus!!
Soit I =[0,27] et z € C tel que 0 < |z| < 1.

1|z
[z—e't]2"

1. Justifier que ¢t — |z — €| ne s’annule pas sur I et que f: ¢+
2. (a) Montrer que u : t — 1,v:t > e et w : ¢t — e~ sont C-linéairement indépendantes.

(b) Montrer l'existence de «, 8 € C et les expliciter tels que :

o B

[zt " 1_ze#t

Ve, f(t)=—1+

3. Calculer 5= [} f(t)dt.



