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1 Algébre linéaire sans réduction

1.1 CCINP
Exercice 1. (CCINP sans préparation 2025 Morgan) Soit (A, B) € M, (K)?

1. Rappeler la définition de matrices semblables.
2. Montrer que si A est inversible alors AB est semblable a BA.

3. Démontrer que AB et BA ont le méme polynoéme caractéristique.

Exercice 2. (ENSAM , Centrale, CCINP) .

Pour f continue de R dans R, on pose T(f)(z) = < [7 f(t)dt si x> 0 et T(f)(0) = f(0).
1. Montrer que T est un endomorphisme de I’espace des fonctions continues sur R .
2. Est-il surjectif ? Injectif ?

3. Donner ses éléments propres.

1.2 Mines-Télécom

Exercice 3. On étudie les matrices A = (a;5) € M, (R) vérifiant la relation (1) :

xa(X) = [T(X - aw)
k=1

c’est-a-dire les matrices dont les valeurs propres sont exactement les coefficients diagonaux de la matrice.

100 1 11
1. Onpose My =|0 0 1) etMy=|[1 1 1. Cesdeux matrices vérifient-elles la condition (1)?
010 111

u v o
2. Soit (u,v) € R%. On pose M, , = |v u v
vovou

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M, , vérifie la condition (1).
3. Quelles sont les matrices de Ma(R) qui vérifient (1) ?

1.3 Mines
Exercice 4. (Mines sans préparation 2025 Mohamed) Soit A € #,,(C). Calculer le rang de M = (64 {Z)

Exercice 5. Soit A € M4(C) et k € N* tel que A* = 0.
1. Montrer qu’il existe un unique p € N* tel que AP = 0, AP~! £ 0, puis que p < 4.
2. On suppose p = 4. Montrer que A est semblable &

O O OO
oS oo
oo = O
o = o o



2 Réduction

2.1 CCINP
Exercice 6. (CCINP 2025 Cyril ) Soit A € M,,(R) telle que A est symétrique et A3 + 442 + 54 = 0.
1. Justifier que A est diagonalisable sur R.
2. Si P est un polynéome annulateur de A, que sait-on sur le spectre de A et 'ensemble des racines de A7

3. Déterminer I’ensemble des matrices A vérifiant les hypothéses données.

Exercice 7. Soit A € M, (R) telle que A% —5A4 + 61,, = 0.

1. Donner 2 CNS de diagonalisabilité.

2. Justifier que A est diagonalisable et que Sp(A) C {2;3}.
n(R) = Mn(R)
M = MD+ DM
Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).

3. Soit D = diag(2,...,2,3,...,3). Soitf:M

4. Etudier les éléments propres de f.

Exercice 8. (CCINP 2025 Diane)

-5 -4 =2
M=13 5 2
3 -2 0

1. Trouver le polynéme caractéristique

2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres

3. Est-ce que M est diagonalisable ?

4. Trigonalisable ? La trigonaliser.

5. Résoudre le systéme différentiel :
2= —br — 4y — 2z
y = 3x + 5y
2 =3z

Exercice 9. (CCINP sans préparation 2025 Mohamed)
Soit f 'endomorphisme de R3[X] tel que : VP € R3[X], f(P) =P — P'.

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3[X].

2. f est-il diagonalisable 7

3. f est-il bijectif?

4. Déterminer I'antécédent de X par f pour 0 < i < 3. En déduire f~1.

5. Généraliser le résultat pour f endomorphisme de R,[X].
—2 -2 0 z(t)

Exercice 10. Soit A= 2 3 0| e M3(R) et X(¢t) = | y(t) | € M31(R).

1 0 3 z(t)

1. Etudier la diagonalisabilité de A.
2. Trouver les matrices D et P telles que A = PDP~!. Le calcul de P! n’était pas demandé.

= —2x—2y
On souhaite résoudre le systéme différentiel suivant (S) : ¢ ¢ = 2z + 3y

Z=x+3z
3. On pose U(t) = P~1X(t). Trouver un systéme d’équations vérifié par U(t) et effectuer la résolution de ce

systeéme.
= -2z —2y

On souhaite maintenant résoudre le systéme différentiel suivant (S’) : " = 22 + 3y

2 =x+3z

4. On pose V(t) = P~1X(t). Trouver un systéme d’équations vérifié par V(t).



5. Montrer que I'ensemble des solutions bornées de (S”) est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?

0 0
Exercice 11. Soit M, = |1 0
1 1

o o e

1. a) Déterminer le polynome caractéristique x, de M,.
b) Effectuer la division euclidienne de 3y, par xJ,.

c) M, est-elle diagonalisable sur C?
2. On suppose que A est une valeur propre complexe de M, telle que |A| > 1.
[Al

a) Montrer que |a| > ] > z.

b) Montrer que (M,)" tend vers 0 pour a suffisamment petit.

Exercice 12. 1. Soit a,b € R. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice (b 8) soit

diagonalisable.

2. (a) Soit a1, ..., a9y des réels, on p € N*. Soit A = (a;;) € Map(R) telle que agpyi1—i; = a; pour 1 < ¢ < 2p, les
autres coefficients étant nuls.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A. Ecrire la matrice A.

(b) Soit E; = Vect(eapt1-i,€;) pour 1 <i < poi (eq,...,es,) est la base canonique de R??.
Montrer que E; est stable par f.

(c) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, pour tout ¢ € [1,p], la restriction de f a E; est
diagonalisable.

(d) En déduire une CNS pour que f soit diagonalisable.
Exercice 13. Soit X #0 € M, 1(R) et A= XXT.

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer le rang et le spectre de A.
3. Calculer le polynéme caractéristique de A.
4. Montrer I'égalité det(I, + A) =1+ X7 X.

2.2 Mines-Télécom
Exercice 14. (IMT 2025 Cyril) Soit E K-ev de dim 3. Soit f un endomorphisme de E tel que f2 = f2 et tel que
dim(Ker (f — Idg) = 1.

1. Déterminer le spectre de f.

2. Montrer que f? est un projecteur.

3.

Montrer que la matrice de f peut s’écrire dans une certaine base :

1 0 O
0 0 o
0 0 O
ou « € {0,1} (pas star!!)
a 1 0
Exercice 15. Soit @ > 0 fixé. On pose M = | a? 0 1| € M3(R).
a® 0 0

1. Montrer que M admet une unique valeur propre réelle r.
On pose, pour tout n € N, s,, = tr(M").
Sn

2. Déterminer lim —.
n—+oo rn



Exercice 16. Soit f un endomorphisme de R3 tel que f + f3 = 0 et f # 0. On note A sa matrice associée dans la
base canonique.

1. Montrer que A n’est pas inversible.

2. Montrer que R? = Ker (f) & Ker (f? + 1d).

3. En déduire les valeurs propres réelles de f. A est-elle diagonalisable sur R ?
4

. Montrer que A est semblable a

00 O
00 -1
01 0

2.3 Mines

Exercice 17. Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(F)) . On suppose f? projecteur. Donner une CNS
portant sur f pour que f soit diagonalisable.

2.4 Centrale
Exercice 18. Soit M € M,,(C).
1. On suppose M? diagonalisable et M inversible. Montrez M diagonalisable.
2. On suppose qu'il existe @ € C[X] vérifiant Q(M) diagonalisable et Q'(M) inversible. On se propose de montrer
M diagonalisable.
(a) Montrer qu’il existe P € C[X] scindé a racines simples tq (P o Q)(M) = 0.

(b) Soient Bi,..., Bk les racines distinctes de P. En considérant les polynomes Q(X) — 3, montrer que toute
vp de M est racine simple de P o () et conclure.

3 Algébre euclidienne

3.1 CCINP
Exercice 19. Soit A € M,,(R) telle que A commute avec A'.
1. Montrer que Ker (A) = Ker (AT).

2. Montrer que Ker (A4) et im(A) sont supplémentaires orthogonaux.

Exercice 20. 1. Rappelez l'inégalité de Cauchy-Schwarz
2. Montrez, pour tout r € N* et tous A1,..., A\ € R, (>0, i) < DIEPY:
3. Soit B € S,,(R). Montrez que (tr B)? < rg(B) tr(B?)
4. Soit B € §,,(R) tq b;; = 1 pour tout ¢ et |b;;| < ﬁ pour tout 7 # j.
— Exprimez tr(B?) et montrez tr(B?) < 2n.
— Montrez rg(B) > 3.

Exercice 21. (2023,2024)

a b c
Soient A= | ¢ a b |. (2023 : On munit R? de sa structure euclidienne canonique)
b c a

et f ’endomorphisme canoniquement associé a A

En 2024 : Déterminez une CNS sur (a, b, ¢) pour que A soit la matrice d’une rotation vectorielle.
En 2023 :

1. Montrez que f est une rotation ssi a, b, ¢ vérifient 3 équations a déterminer.
2. Montrez que f est une rotation ssi a, b, ¢ sont racines de X2 — X2 +p =0 avec p € [O, 2%}

3. Sib=c#0, déterminez l’axe de rotation et la valeur de l’angle.



3.2 Mines-Télécom

Exercice 22. (IMT 2025 Diane) (e1, ea, .. ., €,) une famille liée de vecteurs normeés tels que (e;, ;) = o, € R, Vi, j # ¢
M = ((ei, €5))i.;

1. Montrer que M est non inversible.

2. Calculer le déterminant de M et trouver a.
Exercice 23. (IMT 2025 Morgan) Soit f est une isométrie d’'un espace euclidien de dim 3. telle que P(z) = 23 —
22 + 2 — 1 est un polynéme annulateur de f.

1. Factoriser P dans R[z].

2. Montrer que Ker (f — Idg) et Ker (f2 + Idg) sont supplémentaires orthogonaux.

3. En déduire que f est une rotation dont on donnera une matrice dans une base adaptée.

Exercice 24. Soit F un espace euclidien de dimension n; soit F = (eq,...,e,) une famille de vecteurs non nuls de
FE telle que

n
Vo€ B,Y (eila)? = [l
i=1
1. Montrer que F est une famille génératrice de E.

2. La famille F est-elle une base orthonormée de E 7

3.3 Mines
Exercice 25. (Mines Pont 2025 Noah) On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique>.
1. Montrer que V(z1,- -+ ,2,) € R", (1 + -+ +2,)% < n(z? + -+ 22).
2. Montrer que 3(g;)1<i<n € {£1}" tq (e121 + -+ + €np)? < (23 + -+ + 22).indication : commencer par n = 2
etn=3

Exercice 26. Soit ¢q : = — e

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme H, € R, [X] tel que :
2

Vo € R, o (z) = (=1)"Hp(z)e ™"

2. Montrer que : .
(P.Q) — (PIQ) = / P(2)Q(z)e " du

définit un produit scalaire sur R[X].

3. a) Montrer que : Vn € N*,VP € R[X]|, (H,|P) = (H,—1|P’).
b) Montrer que (Hp,),en forme une famille orthogonale.
¢) Calculer || H,|*.

s L. tr
4. On considére la série Z EHn(x)
n>0
Nature et valeur éventuelle.

Exercice 27. Soient n un entier et £ = R, [X]. Soient aq, ..., a, des réels deux a deux distincts.
1. Montrer que (P|Q) = >,_, P(ar)Q(a)) définit un produit scalaire sur E.
2. Soient ay, ..., a, des réels non tous nuls.

(a) Déterminer la dimension de H = {P € E, Y ;_, P(aj) = 0}.
(b) Soit @ € E. Déterminer d(Q, H).



3.4 Centrale

Exercice 28. (Centrale 2025 (sans préparation 25 minutes)
Soit E un espace euclidien, f € L(F) une application bijective vérifiant pour tout z,y € E :

(f(@),y) = —(z, f(v))
On définit s = f o f.
1. Montrer que s est un endomorphisme auto-adjoint.
2. Soit A une valeur propre de s. Montrer que A < 0. En déduire que la dimension de E est paire.
3. Soit x € Vy tel que z # 0. On pose F = Vect(z, f(z)). Montrer que F est un plan stable par f et que F'* est
stable par f.

4. Montrer alors que dans une base orthonormale B bien choisie, Matg(f) = (2 0b>.

Exercice 29. Soient u,v autoadjoints dans E pour (-|-) tels que : Sp(u) C R et Sp(v) C RY.
Objectif :

det(u)? - det(v)"/? < det <“;”> (1)
Soient Z,y € E. On définit : B(Z, §) = (F|u(y)) et B'(Z,7) = (Z|v(7)).
1. Montrer que B est un produit scalaire. Montrer qu’il existe un unique w tel que :
B(Z, w(y)) = B'(Z,7)
2. Justifier que w est diagonalisable et que Sp(w) C R*.

3. Montrer que (1) est équivalent a :

det(w)'/? < det (Id;—w)

(Note : I'image indique det(w) sans la puissance 1/2, mais pour la cohérence avec (1), ¢’est bien la racine qui
intervient).
4 Séries numériques

4.1 CCINP
Exercice 30. 1. Enoncé du CSSA

1
2. Nature d “In{1+4=
ature de Zcos <7m n( + n>>

n>=1
Exercice 31. (CCINP 2025 Mohamed)
—+o00
On pose R, = Y. 2 pourneN.
k=n-+1 :

1. Montrer I'existence de R,,.
2. On admet que lim R, = 1.
n—-+4+oo
Montrer que Z sin(2men!) converge.
n>0
3. Montrer lim R, =1.

n—-+oo

1 +oo
Exercice 32. Soient, pour n € N*, f,, : & —» o et I, = / fn(t) dt.
ch™x 0

. Montrez (I,,) bien définie.
. Calculez lim,, o0 I,.
. Nature des séries > (—1)"I, et >_ I, (indication : montrez chx > shz sur R™T).

. Rayon de convergence de la série entiére > I,2™?

=W NN =



+ o0
Exercice 33. Pour n € N* et k € N, on pose I¥ = / the=mt dt et a, =
0

Ll O

n77,+1 :

Montrez que I¥ est bien définie.
Calculez IF.

Quel est le rayon de convergence de la série entiere > -, a,a™?
=

Nature de > ane™ et > a,(—e)™. Donnez le domaine de définition de Z:ﬁ anz™.

+oo t
Montrez Dégalité Vz €] — R, R[, 1% apa™ = / n xt dt.
0 e” —1x

1+t2
Exercice 34. ( donné aux Mines aussi) Soit pour n € N, a,, = / ( +2 ) dt.
0

4.2

Exercice 35. On pose u, = nln (

Exercice 36. Soit (u,) définie par ug € R et Vn € Ny u,qq =

NS ok N =

1.
2.

1.
2.
3.

Montrez que la suite (a,,) est convergente et déterminez lim a,,.
Montrez que la série > (—1)"a,, converge.
1
Montrez pour tout n € N, on a a,, > PEARE
En déduire le rayon de convergence de la série entiére > a,z™.
Montrez (2n + 3)a,+1 =1+ (n+ 1)a,.
—+oo

Trouvez une équation différentielle vérifice par f(x) =, ~) anz™.

(Mines) Trouvez une autre expression de f(x) en montrant que Vx €] — 1, 1], fo =0 ((1+t2) ) dt =

fol mdt et en calculant cette intégrale.

Mines-Télécom
n*+2m3—2n—1
nt +2n3

),pourn>2.

Etudiez la convergence de »_ u,
Calculez la somme de cette série.
e_un

n+1’

Déterminez lim u,, .
Déterminez la limite de (nu,,).

Nature des séries de terme général u,, et (—1)"u,, ?

4.3 Centrale

1
Exercice 37. 1. Montrez que la série Z (1 + ) est convergente

2.
3.

n>1
. 2N n 1Y\ 3 1Vas :
Exprimez .7, (=1)"In (1 + 1) a Paide de factorielles .

Calculez la somme. 32 (=1)"In (1 + 1)

4.4 Mines

Exercice 38. On définit la suite (u,) par ug, =

1.
2.
3.

2 -1
—, U: =u =—.
In(n + 3) ntt snt2 In(n + 3)
Montrez que la série Y u,, est convergente et calculez sa somme.
Soit (a,,) une suite réelle tq la série > a,, converge. A-t-on nécessairement la convergence de la série > a2 ?

Montrez, pour tout entier p > 2, la divergence de la série Y uP.



5 Suites et séries de fonctions

5.1 CCINP
Exercice 39. (CCINP 2024-2021-2019)

e—n:c

Pour z € R et n € N*, on pose u,(z) = (—-1)"
n

1. Etudiez la convergence de Y u,. On note S sa somme.

2. Etudiez la convergence uniforme de la série de fonctions 3 u,,. [Avant 2024 : Montrez S continue sur R* .|
3. Avant 2024 Montrez S C*! sur R**.

4. Avant 2024 Calculez S

Exercice 40. On pose F : v — fol ln(lf-"ft)dt.

1. Montrer que | — 1;1[C Dp.
Montrer que F' est développable en série entiére et exprimer ce développement.
Justifier la dérivabilité de F' sur ]0;1].

Déterminer F” sous une forme simple.

PR

Trouver F’ & l'aide d’une autre méthode.

nx

Exercice 41. Pour n € N*, on pose u,(z) = (—1)" "1 &—

Déterminer le domaine de définition de la fonction somme S : z — 32 u,, ().
Montrer que la fonction somme S est continue sur son domaine de définition.
Montrer qu’elle est de classe C! sur R%.

Pour tout # du domaine de définition, calculer explicitement la somme S(x).

Montrer que la fonction S est intégrable sur [0, +oo].

7T2

?.

AT el o

too 1
n=1 n2

Calculer l'intégrale f0+°° S(x) dx et montrer qu’elle vaut 7{—; On pourra utiliser librement que >

Exercice 42. (tombé a Centrale aussi)

On pose f:z — +i.olnnx” etg:xz— +Zooln (1 1) "
p : 2 g: 2 - .
Déterminez les rayons de convergence de f et g.
Mountrez que g est définie et continue sur [—1,1].
Trouvez une relation entre (1 — z) f(x) et g(z).

Montrez que f est continue sur [—1,1[ et prolongeable par continuité en —1

AR

Trouvez des équivalents de g et de fen 17.

Exercice 43. (2024, 2023,2021, 2022)

“In(l—t
1. Donnez le domaine de définition de F(z) = —/ ¥ dt
0
oo
2. Montrez, pour tout x € [0,1], F(z) = z:l —

3. 2021 -> 2023 :Montrez, pour tout z €]0,1[, F(z)+ F(1 —z) = %2 —1In(1 —2)In(x). On rappelle :g L= %2
2021-2022 : Indication : on pourra procéder & une intégration par parties|.

Inx

Exercice 44. 1. Domaine de convergence D de la série de fonctions u, (x) = définies pour n > 2

z"Inn
2. Montrer qu’elle ne converge pas normalement sur ce domaine.

+o0
1
3. On note Ry, (z) = k_2+1 ug(z). Montrer que :Vz € D, |R,(z)] < n(n+ 1)

4. Montrer que la somme de cette série est continue sur D.

5. Montrer que la somme de cette série est intégrable sur D.



n! p2ntl
e1x3x5x-x(2n+1) '

Exercice 45. On considére la série

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére.

2. On pose :
400

B n! 2n+1
Vase} R,R[, f(x)_21><3><5><><(2n+1)x

n=0
Donner une équation différentielle d’ordre 1 & coefficients non constants vérifiée par f.

3. Rappeler 'expression de Arcsin’ puis résoudre ’équation différentielle. En déduire une expression simplifiée de
la fonction f.

5.2 Mines-Telecom

Exercice 46. (IMT 2025 Diane) f(z) = S.7% L cos™(z) sin(nz).

n=1n
1. Montrer que f est définie, 2m-périodique et exprimer f(m — x) en fonction de f(z).
2. Montrer que f est C1(R,R).
3. Exprimer f'(z).

+oo
1
Exercice 47. Pour tout x > 0, on pose f(z) = Z _.
|
— nl(n+x)
1. Montrer que f est bien définie sur R? .
b 1
2. Déterminer (a,b) € R? vérifiant f(z) = % + e +o (xz)

Exercice 48. On désigne par (a,)nen la suite des coefficients du développement en série entiére de z — /1 — x sur
] —1,1], soit :

+oo
Vee)l-1,1[V1—z= Zanx".
n=0

1. Déterminer a, pour tout n € N et montrer que la série ) - a, est convergente.

2. En déduire que la fonction  — /1 — x est limite uniforme d’une suite de polynémes sur le segment [—1,1].

5.3 Mines
Exercice 49. (Mines 2025 Noah) f(z) = S27° L cos™(x) sin(nz).

n=1n

+o00 1

; 1
1. A Taide du DSE de In(1 — z), t In(l+ =)= —_— >0.
aide du e In(1 — z), montrer que In(1 + $2) ; D+ 22 pour x
% CVNsur [a, +00[. Que peut-on dire de la continuité et des propriétés
n(l 4+ x2)"

d’intégration sur sa fonction somme ?

2. Soit a > 0. Montrer que Z
>1

3. A T’aide de la question 1, calculer sa somme.

Exercice 50. Etudiez la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,,) définie sur R** par Va >

0, fo(w) =z et Yn €N, fata(2) = % (fn(fv) + %)



5.4 Centrale

Exercice 51. On note :

f:C\{-3} —C

3z
z—>
34z
1. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.
2. On pose
sin ¢
Vo eR, g() = ——.
€R, 9(0) 5+ 3cosb

Calculer Im f(e*). Montrer que g(f) peut s’écrire sous la forme :

+oo
g9(0) = by sinke.
k=1

2w

3. Cadculer/3 g(0)de.
0

6 Intégration

6.1 CCINP
1 ln(l;i-zt) dt.

Exercice 52. On pose F': z — [
1. Montrer que | — 1;1[C Dg.
2. Montrer que F' est développable en série entiére et exprimer ce développement.
3. Justifier la dérivabilité de F sur ]0;1].
4. Déterminer F’ sous une forme simple.

5. Trouver F' & l’aide d’une autre méthode.

Exercice 53. (CCINP 2025 Diane) Soit f continue, positive ou nulle .
. Foo oo (n+1)7
1. Montrer que : [ f(t)dt cv <=3 [~ f(t)dt cv.
n=1

2. Montrer que : f0+oo Si‘;t dt ne converge pas absolument .

Exercice 54. (CCINP 2025 Morgan) Vn € N, I,, = O+OO Sin(ne) g

14ng3 7"
1. Justifier que I,, est définie.

+00 n!/3sin(tn~1/3) dt

0 1+3
3. Montrer que lim,_,o J, = K o K = f0+oo Hftg dt.
Est-ce que (I,)nen admet une limite 7

2. Montrer que I,, = ﬁJn avec J, =

4. Montrer que K = f0+oo L_dt par un changement de variable judicieux.

T+
5. Montrer que 2K = f0+°o lljté dt et calculer 2K
6. 7
+o0 et
Exercice 55. On pose : f(z) = / ?dt.
x

1. Montrer que f est bien définie et C° sur ]0, +oo].
Déterminer f’.
2. a) Montrer que :
Ve >0, f(z) < £
x

b) Montrer que
+oo

Vo >0, f(z) = —e “Inx +/ e tIntdt.

x

¢) Montrer que f est intégrable sur ]0, +o0[.

+o0o
3. Calculer / f(t)dt a aide d’une intégration par parties.
0

10



6.2 Mines-Télécom
1
Exercice 56. Montrer que f(z) = / ch (zsh (t)) dt est définie , C*° sur R. Trouver une équation différentielle vérifiée

0
par f et une solution développable en série entiére de cette équation.

6.3 Mines

efxt

T

+oo
Exercice 57. On pose, pour z € R, F(z) = /
0

1. Justifier que F est définie sur R.
2. Déterminer la limite de F' en +o0.
1

3. Démontrer que F' est solution de y" +y = -

6.4 Centrale
Exercice 58. (Centrale 2025 sans préparation Mohamed) Soit E = {f € €(R,R)/ [~ f2(x)e=*" dz converge}.

1. Montrer que E est un R espace vectoriel.

2. Soit (f,g) € E? et ®(f,9) = [, f(z)g(z)e==" dz. Montrer que ®(f,g) est bien définie et ® est un produit
scalaire sur E.

3. Sachant que ffooo e dr = VI, calculer pour tout n € N*, ffooo ame= dx.

4. Calculer Inf [* (22 —ax — b)Qe’ﬂ”2 dz.
(a,b)ER? e

7 Equations différentielles

7.1 CCINP

Exercice 59. 1. Décomposer en éléments simples

b
t(t2—1)
2. Résoudre sur |1, +oo[ I’équation :
t(t* — 1)y + 2y =t
Exercice 60. On définit (E) : 52" (t) + 102/ (t) + 62(t) = 0
1. Résoudre I'équation différentielle dans R.

2. Soit x une solution non nulle de (E). Montrer qu’il existe t € R tel que |z(t)| = 1.
2

= m sur R.

3. Etudier les variations de ¢(t)
2

x(t)
1+ 2(t)

4. Soit x vérifiant (F). Montrer que I’application qui a ¢ associe est bornée et atteint sa borne supérieure.

Atteint-elle sa borne inférieure ?

7.2 Mines-Télécom

Exercice 61. Déterminer les solutions sur ]0, 1] et |1, +00[ de l’équation différentielle :y’x In(z) = y(3Inz + 1) puis
par recollement les solutions sur |0, +o00].

y' +ay +3y=0

Exercice 62. Résoudre I’équation différentielle ,
y(0)=1, y'(0)=0

7.3 Mines

Exercice 63. 1. Montrez que I’équation (E) : 2%y’ +y = x? n’admet pas de solution développable en série entiére.
2. Cherchez les solutions de (E) sur RT*

3. Montrez il existe une unique solution tendant vers 0 en 0% [2022 : précisez les solutions qui admettent une
limite finie en 0.]

11



7.4 Centrale
Exercice 64. 1. Soit I un intervalle de R, to € I, f,g € C°(I,R) et xy € R. Montrer que 1’équation

y' + f()y = g(t)
admet une unique solution ¢ telle que ¢(ty) = xp. On exprimera ¢ a 1’aide d’intégrales.
2. Soit a € R et h une fonction bornée sur R . Montrer que I’équation
y' —ay = h(t)

admet une unique solution bornée sur R .

8 Espaces vectoriels normés et Topologie

8.1 CCINP

Exercice 65. Soit n € N*. Soit U,, ’ensemble des polyndémes de R[X] unitaires de degré n et scindés sur R. On se
propose de démontrer que U,, est un fermé de R, [X].

1. Soit P € R[X], unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si
vzeC, |m(:)|" < |P()]

2. Conclure.

8.2 Centrale

Exercice 66. On considere I'espace vectoriel E = C°([0,1],R) muni de la norme f = || f|loc = sup;e(o 1) |£()]-

1. Soit ¢ : E — R une application linéaire. Montrer que ¢ est continue sur F si et seulement si ¢ est continue en
Og.
2a. On considére I'application ¢ : F — R définie par

0 1
wreE o) = [ rwa— [ s

Déterminer M = sup{e(f) eR| f € E, ||f|l = 1}.

9 Probabilités
9.1 CCINP

Exercice 67. On tire 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de rois
piochés (il y a 4 rois dans un jeu de 32 cartes).

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. En admettant la formule de Vandermonde :

b\ < (a b
9 < a—+ _
V(a,b)eNNn\a—&—b( M ;J N
déterminer I’espérance de X.
3. Démontrer la formule de Vandermonde.

Exercice 68. (CCINP Cyril 2025 )
Soient A > 0 et X, une VAD telle que X ~ P(A) et Y une VAD telle que ¥n € N,Y)(x—_p) suit une loi binomiale

de paramétre (n,p).
1. Donner la loi conjointe de (X,Y).
2. Donner la loi de Y
3. X et Y sont-elles indépendantes 7
4. Donner laloide Z =X —-Y.

12



9.2

Mines-Télécom

Exercice 69. (IMT 2025 Cyril) Soit un dé a 3 faces. On lance n fois le dé et on note X (resp : Y) la v.a comptant le
nombre de 1( resp 2). Les lancers sont supposés indépendants. Soit p (resp : ¢) la proba d’obtenir 1 (resp : 2)

1.

Donner les lois de X et Y

2. Donner la loi conjointe de (X,Y).
3.
4

. On considére maintenant que le nombre de lancers N suit une loi de Poisson de paramétre A. Donner les lois

X et Y sont-elles indépendantes 7

de X et Y.

Exercice 70. (IMT 2025 Morgan) On tire successivement et indépendamment des boules dans une urne
On note X le rang d’apparition de la 2° boule blanche

Y le rang d’apparition de la 2° boule rouge

La probabilité d’avoir une boule blanche vaut p €]0, 1]

et celle d’une boule rouge ¢, ¢ =1 — p.

1.
2.
3.
4.

Loi de X, fonction génératrice, en déduire I’espérance et la variance de X
Loide Y.

Calculer P(X <Y).

Loi de Z = Min(X,Y).

Exercice 71. Soient A > 0 et X, une VAD telle que X ~ P()\).

1. Montrer que Vt € R, Gx(t) = exp(A(t — 1)).
2. Montrer que Vt € [1,4o00[,Va € R,P(X > a) < G’t(a(t).
3. En déduire que P(X > 2)) < (i)/\
Exercice 72. Soit X une variable aléatoire telle que X ~ P(A).
Calculer :
1. B(X -\
2. BE(|IX =)

10

Calcul différentiel

10.1 CCINP

Exercice 73. On a les ensembles K = {(x,y) € R?/0
On considére la fonction F(x,y) = z(m — y) pour 0

1.
2.

r<met0<y<nletT ={(z,y) eER?/0<z<y<m}
<

NN

r<y<met Flz,y) =y(r —x) pour 0 <y <z < 7.
La fonction F' admet-elle des extremums locaux sur 77

La fonction admet-elle un minimum sur K ? Un maximum ? Si oui, déterminer leur valeur

10.2 Mines-Télécom

Exercice 74. Trouver les applications f de classe C* sur R?/{(0,0)} telles que

of of _ 2.2
xax(w,y)eray(x,y)—w +y

en utilisant un passage en coordonnées polaires.

Exercice 75. 1. Etudier la continuité en (0,0) de chacune des fonctions suivantes, toutes supposées nulles en
(0,0).
Elles sont définies pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)} respectivement par :
3 3
Ty Ty Yy
Yy =——-, 9(z,y) = —— , h(z,y) = ——7—
f(z,y) N 9(z,y) T (z,9) PRy

2.

Etude des dérivées partielles en (0,0)
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10.3 Mines-Ponts
+oo 2n

x
On pose f(z,y) = Z T

n=1
1. Donner ’ensemble de définition D de f et le représenter graphiquement.

2. Déterminer les dérivées partielles de f.

10.4 Centrale

Question de cours : Soit f C' sur R%. On pose g : t — f(2¢,tan(t)) ot f : (x,y) — f(x,y). Sans rien écrire et
sans rien dire ou expliquer, donner ¢’.

10.5 Ecole Navale

Exercice 76. Trouver les fonctions f de classe C' de R? dans R vérifiant

0 0
o) € B 35 (o) ~ 25 (2. =0

Indication(s) fournie(s) par ’examinateur pendant 1’épreuve Faire le changement de variable u = az + by
et v = cx + dy.

11 Analyse : Autres
11.1 CCINP/ Mines-Télécom

2n
Exercice 77. Donner un équivalent de Z
k=n+1

=l

11.2 Mines-Ponts

Exercice 78. (Mines-Pont 2025 Mohamed)
Soient f une fonction dérivable sur R, a valeurs réelles, a € R, et deux suites réelles (x,,), et (yn)n telles que :

vneNz, #y, et lim z,= lim y,=a.
n—-+oo

n—-+oo
— fyn)—=f(zn)
Yn—Tn

On pose A,

1. On suppose que Vn,z, < a < y,. Calculer lim A,,.

n——4oo

2. On suppose f C! au voisinage de a. Calculer lim A,,.
n——+4o00

L sur R, que si f est seulement dérivable en a, alors lim A,

3. Montrer en étudiant et prolongeant f : x — z%sin +
T n——+oo

peut ne pas exister.

Exercice 79. (Mines-Pont 2025) Dénombrer le nombre de parties A de [1,n] ayant p éléments et telles que : Vi €
[L,n—1],i€ Aoui+1€ A

11.3 Centrale

Exercice 80. 1. Soit f: QCR —R.
(a) Rappeler la définition de 11 f est bornée sur 2 z.
(b) Rappeler la définition de 11 f admet un maximum sur €2 z.

iz —iz

2. Pour tout z € C, on pose s(z) = “55— et ¢(z) = [s(2)]*.

(a)  est-elle bornée?
Onpose D={z€C:|z] <1}.
b) Montrer que ¢ est bornée sur D.

¢) Montrer que ¢ atteint son maximum sur D en exactement deux points.
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