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Novembre 2025 Réduction d’un endomorphisme ou d’une matrice carrée

Exercice 1. Pour vous entrainer en calcul Parmi ces matrices, quelles sont celles qui sont diagonalisables. Si oui, la
diagonaliser.

3 10
LA =[-3 0 1|.Rép:Xa (X)=(X—-1)3 E(A)) = Vect((1,-2,1).
1 0 O
1 0 -1
2. As=[ 0 1 1 |.Rép:Xa,(X)=X(X-1)(X-2), Eo(As) = Vect((1,~1,1)), E1(As) = Vect((0,1,0)), Ex(As) =
-1 0 1

Vect((—1,1,1)

).
2 1 1

3. As= |1 2 1|.Rép:Xa,(X)=(X—4)(X-1)2, By(As) = Vect((—1,1,0), (~1,0,1)), Ey(A3) = Vect((1,1,1),.
1 1 2

1 a O
5. As= (0 0 1|.Rép:Xa. (X)=(X+1)(X-1)2, E_1(A5) = Vect(1/2%a,—1,1), E_1(A5) = Vect((1,0,0)).
0 1 0

-m—1 m 2
Exercice 2. (CCINP PSI 2021) Soit m € N et A, = —-m 1 m
-2 m 3—m

1. Pour quelles valeurs de m, A,, est-elle diagonalisable ?
2. Pour quelles valeurs de m, A,, est-elle inversible ?
Exercice 3.
2 -1 -1
1. Soit A = 3 -1 2 —1|. Montrer que A est la matrice d’un projecteur de R3.
-1 -1 2

2. Diagonaliser p.

Exercice 4. (CCINP 24 sans préparation) Soit A, B € .#,,(R) ayant le méme polynéme caractéristique P.

1. On suppose que P a n racines distinctes. Montrer que A et B sont semblables.

2. Trouver deux matrices ayant méme polyndme caractéristique mais qui ne sont pas semblables.

Exercice 5. Soit A € .#,(K) de rang 1 et n > 2.

1. Montrer que A? = tr (A)A.

2. Donner un polynéme annulateur de A de degré 2.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.
Exercice 6. (CCINP 2023)

Soient a et b deux réels non nuls, et n un entier supérieur ou égal a 2

Soit M € #,,(R). On définit uw(M) = aM + b'M

1. Montrer que u € .Z (4, (R))

2. Trouver un polynéme annulateur de u de degré 2 sans passer par une matrice de u.
3. En déduire que u est diagonalisable, et déterminer ses éléments propres.
4

. Déterminer la trace et le déterminant de u



1 -2 -1
Exercice 7. (CCINP 24 ) Soit A = -2 4 2 ,Bz(aA 514)’0:(13

) ou a, 3,7 tels que :
3 —6 -3

NS

a+6:’y,a7£0,57£0#——'y
1. Montrer que A est diagonalisable .

2. (a) Déterminer x¢ en fonction de x4 et en déduire le spectre de C.
(b) Déterminer x5 en fonction de x4 et en déduire le spectre de B.

3. Montrer que si X € Ker A, alors (%() € Ker B
4. Montrer que dim(Ker(B)) > 2dim(Ker(A4)).

5. Diagonaliser B dans le cas ot a = —1,8 = 3,7 = 2.

Exercice 8. (CCINP 2019) Soit A € #,(R) et B = (A A).

0n Oy
. . 1 1
1. Diagonaliser (O O)

2. On revient au cas général. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que B est aussi diagonalisable. Quelles
sont ses valeurs propres ?

3. Etudier la réciproque
Exercice 9. (CCINP 2021) Soit n > 3 et A € #,,(R)définie par a;; =jpour 1 > j >netayg =ipour 1 >4 >net
des 0 ailleurs.

1. Quel est le rang de A7 dimKer A?

2. A est-elle diagonalisable 7 Que dire de la multiplicité de la vp nulle ?

3. Montrez que Sp A = {0, A\,1 — A} avec A > 1.

4. Donnez un polynéme de degré 3 annulateur de A.

Exercice 10. (IMT 24) Soit u un endomorphisme de R3 tel que u® = —u. On suppose u non nul.

1. Soit A la matrice associé & u dans la base canonique de R3. Montrer que A est diagonalisable dans M., (R).
Calculer la trace de A et en déduire dim(Ker u)

2. Montrer que Imu = Ker (u2 + idR;s).

Exercice 11. (CCINP 2023) Soit A € .#,,(R) une matrice qui vérifie la relation : 43 +9A4 = 0
1. Montrer que le spectre de est inclus dans {0, 3i, —3i}

A est-elle diagonalisable dans ., (C) ?

A est-elle diagonalisable dans ., (R) ?

Montrer que si n est impair, A n’est pas inversible.

Montrer que si A est une matrice symétrique réelle non nulle, alors elle ne vérifie pas la relation

AR S

Montrer que la trace de A est nulle et que son déterminant est soit nul, soit une puissance de 9.

Exercice 12. (Saint Cyr 2019)
3 0 -1

Soit A=[-1 2 1
1 0 1

1. A est-elle diagonalisable ?

2
2. Montrez A semblable AT = | 0
0

3. Résoudre le systéme différentiel X'(¢) = AX(t).

. Donner la matrice P telle que A = PTP~!.

[en il R
N OO

Exercice 13. (CCINP 2023)
Soit A € #,,(R) une matrice fixée et f: M — AM .

1. Montrer que f est un endomorphisme de ., (R).
2. Montrer que si A2 = A alors f est un projecteur.

3. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.



4. Exprimer un vecteur propre de f en fonction d’un vecteur propre de A .
5. Montrer que f et A et ont méme spectre.
Exercice 14. (CCINP 2021)
Soit M € .#3(R). telle que M* = 4M? et 2 et—2 sont valeurs propres de M.
1. On suppose M non inversible. Montrez Sp (M) = {0, 2, —2}.
2. Montrez M diagonalisable.

Exercice 15. (IMT-CCMP 2021) Soit A € .#,,(C). On définit ¥ : M € #,(C) — tr (A)M + tr (M)A.
1. U est-il diagonalisable ?
2. Donner le polynéme caractéristique et la trace de .
Exercice 16. (EIVP-ENTPE 2015)
Soit A € .4, (R), montrer que si A2+ A+ I,, = 0 alors n est pair et si A3+ A% + A = 0 alors rg(A) est pair.
Exercice 17. (CCINP 24 )
1. Montrer que si u est diagonalisable dans C, alors u? est diagonalisable dans C.
2. Montrer par un contre exemple que la réciproque est fausse.
3. Montrer que si A € C*, alors Ker (u? — A2Id) = Ker(u — M d) & Ker(u + A d).
4

. Montrer que si u est bijective, la réciproque de 1 est vraie.

1 -1 1
Exercice 18. (Ecole Navale 2019) Soit A= |3 —2 2 ]. On souhaite rechercher les matrices M € .#3(R) vérifiant
1 0 0
M? = A.
1. La matrice est-elle diagonalisable ? trigonalisable 7

2. Réduire A.
3. Que dire du spectre d’une solution M 77
4. Résoudre M? = A.

Exercice 19. Soit N une matrice nilpotente de .#,(C). Montrer que det(I,, + N) =1

Exercice 20. (Mines) Soit E un K ev de dimension finie. Soient u et v deux endomorphismes de E diagonalisables
et qui commutent . Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de v et v sont simultanément
diagonales.

-2 3 3
Exercice 21. (Mines 2019) Soit f 'endomorphisme canoniquement associ¢ a A= -6 7 3
6 -3 1

1. A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
2. Chercher (a,b) € R? tels que p = af + bldgs soit un projecteur sur une droite que I'on précisera.
3. La famille (A%, A, I3) est-elle libre ?

Exercice 22. (Centrale 2023 ) Soit E un K e.v de dimension n et u un endomorphisme de E

1. On suppose qu'’il existe x € E tel que (z,u(x),u?(z), - ,u" (z) soit une base de E.
Montrer que (Idg,u,u?,--- ,u™" ") est libre.
Que peut-on dire de (Idg,u,u?, -+ ,u"" 1 u)?
2. On suppose désormais que u est diagonalisable et (Idg,u,u?, -+, u™ 1) libre.
Montrer qu’il existe tel que : € E tel que (z,u(x),u?(z), - ,u" 1(x)) soit une base de E soit libre.

Exercice 23. (Centrale PSI 2021)
1. Soit A € .#5(C) telle quetr A = 0 et tr A% # 0. Montrez A diagonalisable.
2. Soient n > 2 et A € #,(C) tq tr A¥ = 0 pour tout k € {1,..,n — 1} et tr A" # 0. Montrez A admet une vp

non nulle puis que A est diagonalisable. Ind : Notez A1,---, A, les vp non nulles distinctes, de multiplicités
ny, -+ ,Ny et considérez une matrice de Vandermonde.
0 —a ¢
Exercice 24. (Mines-Ponts 24) Soit A = a 0 —=b | ou(abc)eR3
—c b 0



1. Justifier (sans le calculer) qu’il existe d € R tel que A% +dA = 0.
2. Calculer d.
3. Pour n € N, exprimer A%" en fonction de n,d et A2
4. Montrer que Y.}_, Ak—f = I3+ aA+ BA? ou (a, B) € R2.
Exercice 25. (Mines-Ponts 24) Si A € M,,(C), le commutant de A est défini par :
C(A)={MeMm,(C)| AM = MA}.
Montrer que : VM € 9M,,(C),dim C(A) > n et chercher les cas d’égalité.
Exercice 26. (Mines-Ponts 24)
1. Soit A une matrice carrée d’ordre n, montrer ’équivalence entre les deux propositions
i) A est nilpotente
ii) Tr(4) = Tr (A%) = =Tr (4A") =0
2. Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n telles que AB — BA = B. Montrer que B est nilpotente.
Exercice 27. (Centrale 24) Soit E I'ev des fonctions polynomiales. Si P € E, on pose L(P) : 2 —s e~ [*_ P(t)e dt.

1. Montrez L endomorphisme de E.

2. Trouvez les éléments propres de L.



