Topologie, Limite, Continuité dans les espaces vectoriels normés
L’essentiel a retenir

1. Topologie d’un espace vectoriel de dimension finie

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel normé et on note ||.|| g une norme sur E.
1.1 Parties ouvertes- Parties fermées de F

Définition 1. 1. On dit qu’'une partie O de E est ouverte lorsque :

VYa € O, Ir > 0,B(a,r) C O

On dit aussi que O est un ouvert de E

2. On dit qu'une partie F' de E est fermée lorsque son complémentaire dans E, CL, est une partie ouverte de E.On dit
aussi que F' est un fermé de B

Propriété 1. 1. (a) Une réunion de parties ouvertes est une partie ouverte.
(b) Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.
2. (a) Une intersection de parties fermées est une partie fermées.
(b) Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée.

Caractérisation d’une partie fermée en utilisant les suites :
Théoréme 1. Caractérisation séquentielle d’une partie fermée
Soit F' C E.
F est une partie fermée si et seulement la limite de toute suite d’éléments de F' convergente est un élément de F.

Applications :

1. Tout espace vectoriel normé E est a la fois un fermé et un ouvert de E donc @) aussi.
2. Q n’est pas un fermé de R.

3. C']% n’est pas un fermé de R et donc Q n’est pas un ouvert de R.

4. Tout singleton est un fermé.

5. Toute boule fermée est un fermé.

6. Toute boule ouverte est un ouvert.

7. Tout intervalle du type [a,b], [a,4+00[, | — 00, a] est un fermé de R.

8. Tout intervalle du type |a, b[, |a, +00[, ] — 00, a[ est un ouvert de R.

9. Tout intervalle du type ]a,b], [a, b] est ni fermé, ni ouvert de R.

1.2 Point adhérent a une partie de F
Définition 2. Soit A une partie de F et a € E.
On dit que a est un point adhérent a A lorsque toute boule de centre a rencontre A.

Autrement dit aussi :
Vr > 0,B(a,r)N A%

Notation : On note A I'ensemble des points adhérents a A et cet ensemble est appelé adhérence de A.
Remarque 1. AC A

Théoréme 2. Caractérisation séquentielle d’un point adhérent
a est un point adhérent a A si et seulement si il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a.
En d’autres termes, A est I'ensemble des limites de toutes les suites d’éléments de A convergentes.

Définition 3. Soit A C FE.
On dit que A est dense (ou une partie dense dans E lorsque E = A
Ce qui revient a dire que, pour tout z € E, il existe une suite (a, ), d’éléments de A qui converge vers z.
1.3 Point intérieur & une partie de F
Définition 4. Soit A une partie de F et a € E.
On dit que a est un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule de centre a incluse dans A.
Autrement dit aussi :
Ir > 0,B(a,r) C A

Notation : On note A ’ensemble des points intérieurs & A et cet ensemble est appelé ’intérieur de A.

[e]
Remarque 2. AC A

Théoréme 3. Caractérisation séquentielle d'un point intérieur
a est un point intérieur a A si et seulement si toute suite d’éléments de F, qui converge vers a, a ses éléments dans A a partir
d’un certain rang.



1.4 Point frontiére a une partie de E

Définition 5. Soit A une partie de F et a € E.
On dit que a est un point frontiére 4 A lorsqu’il est adhérent, mais pas intérieur a A.

Notation : On note Fr(A) 'ensemble des points frontiéres & A .

o

Par définition, Fr(A)= A\ A .

2. Limites

Dans ce paragraphe, E et F' désignent des K-e.v de dimension finie.
On pose dim E =pet dim F =q.
On se donne ||.||g (resp : ||.||r) normes sur E ( resp : F).

2.1 Définition

Définition 6. Soit A€ P(E), f: A— F ,a€ A.
On dit que f admet une limite en a lorsque :

Jbe FVe>0,3n>0, Ve € A, |z —allp <n=|f(z)-b|lr <e

Cas particuliers :
1. E=R:
(a) Si A admet +0o comme extrémité, on peut définir la limite de f en +o0.
On dit que f admet une limite en 400 si :

eFVe>0,IM>0,Vo €A, x>M=|f(z) —b|r<e

(b) Si A admet —oo comme extrémité, on peut définir la limite de f en —oo.
On dit que f admet une limite en —oo si :

FeF,Ve>0,3B<0,Veel, s <B=|f(x)-b||lr<e

2. F =R : on peut définir une limite infinie
On dit que f admet +oo (resp : —o00) pour limite en a si :

VM >0,3p>0,Vz € A, |z —allp<n= f(z) > M
(resp: VB <0,3In>0, Ve e A, |[r—a|llg <n= f(z) <B)

Propriété 2. Unicité de la limite si elle existe

1. Si f admet une limite en a, alors elle est unique. C’est pourquoi, on la note lim f(z) ou lim f
a

Tr—a

2. Si f admet une limite non infinie, alors il existe r > 0 tel quie f soit bornée sur B(a,r) N A, c’est-a-dire

Ir>0,3IM > 0,Ve € Bla,r) NA, || f(x)|lr <M

2.2 Caractérisation séquentielle de la limite
Propriété 3. Soit Ac P(E), f: A— F ,a€ A.

Pour que f admette [ pour limite en a, il faut et il suffit que, pour toute suite (u, )nen d’éléments de A telle que (up)nen
converge vers a, (f(un)), cy converge vers [.

Corollaire : Si il existe deux suites (uy, ), et (v,), convergentes vers a et telles que les suites images (f(un))n et (f(vn))n
n’ont pas la méme nature, alors f n’admet pas de limite en a.
2.3 Limite et applications coordonnées
Soit f: A — F et Br = (i)ic{1..q} une base de F.

Pour chaque = € A, f(z) € F donc se décompose suivant les vecteurs de B :

ou fi(z) € K est la i*™° coordonnée de f(z) dans Bp.
On définit ainsi ¢ applications : Vi € {1..q}, f; : A — K,z — f;(x).
Définition 7. Pour tout ¢ € {1..q}, on appelle f; la i*™° application coordonnée de f dans la base Bp.

Propriété 4. f admet une limite en a si et seulement si Pour tout i € {1..q}, f; admet une limite en a et dans ce cas, on a

lim f:zq: (nén fi) &
=1



2.4 Opérations algébriques
Propriété 5. 1. L’ensemble des applications de A dans F' admettant une limite en a € A est un K-e.v et f —lim f
a
est une application linéaire.

2. lim f =1 —lim [|£(z) ] = 1]

3. lim f =0 <«<=lim ||f(z) —!]|r =0.

4. Soit f:A— B,g: B— F,a € A. Onsupposelimf:betligng:l.
a

Alors limgo f =1

3. Continuité
Dans ce paragraphe, E et F' désignent des K-e.v de dimension finie.
3.1 Continuité en un point

Propriété 6. Soit f: A — F et a € A.
Si lim f existe, alors lim f = f(a).

Remarque : 11 se peut que lim f(x) existe et soit différente de f(a), alors lim f n’existe pas.
T —a e

x e A/{a}
Définition 8. Soit f: A — F et a€ A.
On dit que f est continue en a lorsque
lim f existe (et alors par propriété, on sait qu’elle vaut f(a))
a

ou alors lim f(z) = f(a)

r — a

x € Al{a}

Définition 9. Prolongement par continuité
Soit f: A— Fetac A/A.
On suppose que lim f existe.
a

Alors -
f: Au{a} — F

. . { fx) si xz#a

lim f si z=a
a

est continue en a et s’appelle le prolongement par continuité de f en a.
Des propriétés sur les limites, on en déduit :
1. Caractérisation séquentielle de la continuité :

f est continue en a si et seulement si 'image (f(uy,)), de toute suite (uy), d’éléments de A, convergente vers a,
converge vers f(a)

2. Propriétés algébriques :
a.Soient f et g continues en a, alors ,
pour tous scalaires A, i, Af + pg est continue en a.
b.Dans le cas ou F' est une algébre :
Soient f et g continues en a, alors f - g est continue en a.

c.Danslecasou F =K :

Soient f et g continues en a avec g(a) # 0, alors i est continue en a.
g

d.Soit f continue en a et g continue en f(a), alors g o f est continue en a.

e.f continue en a si et seulement si toutes ses applications coordonnées sont continues en a.

sime

£.Si f est continue en a, alors pour tout ¢ € {1...p}, sa i"™ application partielle est continue en a;, mais la réciproque
est fausse.
3.2 Continuité sur une partie
Définition 10. f est continue sur A (on dit aussi de classe C° sur A) lorsque f est continue en tout point de A.
Notations : C(4, F) ou C°(A, F) désigne 'ensemble des fonctions continues sur A a valeurs dans F.
Propriété 7. 1. C(A, F) est un K espace vectoriel.
2. La composée (quand elle existe) d’applications continues est continue.

3. 81 B C A et f est continue sur A, alors sa restriction a B est continue sur B.



3.3 Des propriétés propres aux fonctions continues a valeurs réelles

Propriété 8. Soit f une application continue de F dans R et o € R.
Alors,
{r e E/f(x)=a},{x € E/f(z) <a},{x e E/f(x) > a} sont des parties fermées de E.
{zr € E/f(x) < a},{x € E/f(z) > a} sont des parties ouvertes de E.

Théoréme 4. Soit f: A — R continue sur A et A une partie fermée et bornée de E.
Alors f est bornée sur A et atteint ses bornes, c’est-a-dire :

Jag € A,Sup f(z) = f(ao)
z€A

et
Jay € A, Inf f(z) = f(a1)

Remarque 3. Ce résultat généralise celui de sup : toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

3.4 Des applications continues a4 connaitre
3.4.1 Applicationns Lipschitziennes

Définition 11. Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r) deux espaces vectoriels normés et A une partie de E.
On se donne une application f de A dans F'.

On dit que f est une application lipschitzienne sur A lorsque

ke RY, V(z,y) € Ax A f(z) = fW)llr < klle—ylle

k est apppelé une constante de Lipschitz de f : elle n’est pas unique.
On dit aussi que f est k-lipschitzienne sur A.

Propriété 9. Toute application lipschitzienne sur A est continue sur A.
3.4.2 Applications linéaires
Théoréme 5. Soit (E, ||.||g) et (F,|.||r) deux evn et u € L(E, F),
Si il existe k& > 0 tel que :Vz € E, |Ju(z)||r < k||z| g, alors u est continue sur E

Théoréme 6. Soit (E, ||.||g) et (F,|.]|r) deux evn de dimension finie et u € L(E, F).
Alors u est continue sur E.

Remarque 4. On en déduit que, pour toute suite (x, ), convergente vers 0, (u(z,)), converge vers 0.
3.4.3 Applications multilinéaires
Définition 12. On considére (Eq,--- ,E,) et F, p+ 1 K espace vectoriel normés.
p
Soit f :‘H1 E; — F.
=
On dit que f est p linéaire, lorsque :

p
Y(ai,az2, -, ap) E‘Hl E;,Vj € [1..p],

i—=
Fiar,as,ay) s T+ fla1, -+ ,aj_1,%,a541, - ,ap) est linéaire de F; dans F'.

Théoréme 7. Lorsque tous les espaces F; précédents sont de dimension finie, toute application multilinéaire est continue
P

sur II FE;.
i=1

3.4.4 Applications polynomiales

Définition 13. Soient, p € N*, E, F' deux K-e.v de normés de dimensions finies, et B = (eq,--- ,e,) une base de E.
— Une fonction f: A C KP — K est dite polynomiale si elle est combinaison linéaire des fonctions monomiales de la
forme (z1,--- ,xp) — a{t 25? -+ 28" o (o, -+, ) € NP,

— Une fonction f: A C KP — F est dite polynomiale si chacune de ses fonctions coordonnées est polynomiale.

— Une fonction f: A C E — F est dite polynomiale en les coordonnées dans la base B si chacune de ses fonctions
P
coordonnées est combinaison linéaire des fonctions monomiales de la forme z =) x;e; — z{" 25% --- 25" ol
i=1
(o1, -+ ,ap) € NP

Propriété 10. Soient E, F' deux K-e.v de normés de dimensions finies, et B une base de F.
Toute fonction f de F dans F, polynomiale en les coordonnées dans la base B est continue.

Un exemple trés important : la fonction déterminant est continue sur M,, (K)



