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ch. I : Intégrales généralisées

— rappels : intégrale d’une fonction continue sur un segment
et sommes de Riemann, théoréme fondamental du calcul
intégral.

— Fonctions continues par morceaux, notation CM(I,K), gé-
néralisation de la notion d’intégrale sur un segment a ces
fonctions.

— Nature d'une intégrale généralisée d'une fonction continue
sur un intervalle réel :
convergence ou divergence

— Nature des intégrales généralisées (ou impropres) usuelles :
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— C.N.S. de convergence pour une fonction positive

sur [a, +oo[ (et continue ou continue par morceaux) :
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/ f(®)dt CV ssi x — / f(t) dt est bornée indépen-

demment de = > a. - dans le cas continu.

— Comparaison d'intégrales de fonctions positives : Soient I =
[, B[ un intervalle réel avec 8 = sup([), f,g € CM(I,R)

et si g est & valeurs positives.
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1. Si / g converge et si : Vt € I, |f(t)] < g(t), alors
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converge.

dans le cas de deux fonctions continues posi-
tives f,g avec 0 < f < g.
— Propriétés  de l'intégrale généralisée convergente
positivité, linéarité, croissance, relation de Chasles
— Changement de variable :

pour o € CYJI)
b

une bijection strictement mo-

notone, alors / f(t) dt converge si et seulement si
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Méthode de cours : pour étudier la nature d'une intégrale généra-
lisée, on étudie la continuité, on repére les bornes impropres, puis
on étudie la convergence (par passage a la limite avec une expres-
sion primitive, ou comparaison via équivalent ou O en une borne
impropre quelconque, voire par prolongement par continuité en une
borne finie ouverte si la fonction admet un tel prolongement ; en cas
de multiples bornes impropres, on peut étudier séparément chaque
borne impropre a I'aide de la relation de Chasles.

N.B. le cours sur les fonctins intégrables sera vu plus tard!
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ch. II : Séries numériques, rappels

et compléments

1. Rappels de PCSI :
sommes partielles, somme et restes d'une série conver-
gente, séries de référence (Riemann, géométrique,
exponentielle)
C.N.S. de convergence pour une série a termes > 0

Absolue convergence, grossiére divergence.
Théoréme de comparaison
(0 < |up| < vy, via O(), via ~ pour des séries positives).

2. Technique de comparaison série intégrale : le théo-
réeme de comparaison série intégrale ne figure pas explici-

tement au programme les étudiants doivent savoir repré-
k+1

f(t) dt pour

k
une fonction monotone, puis obtenir des encadrements
de sommes partielles a l’aide d’intégrale pour conclure

senter graphiquement et encadrer des

principe de comparaison série intégrale, a connaitre :
si f: [n0,+oo[ est continue, décroissante, positive, alors
+

Z f(n / f(t)dt ont méme nature.
no

n>ngo
Obtention d'équivalents de restes d'une série convergente,
ou d’'équivalents de sommes partielles de séries divergentes

3. Régle de d’Alembert des séries numériques, application
aux séries exponentielles.

4. Théoréme spécial des séries alternées, avec signe
du reste et majoration.

n
5. Formule de Stirling |n! ~ 2nm (7) (démons-

tration non exigible)

n
1
N.B. : L’asymptotique Z P Inn =~ + o(1) ne figure
k=1
pas explicitement au programme, mais peut faire 1’0b-
jet d’un exercice via la technique de comparaison série-
intégrale.

on pourra demander aux étudiants - des exemples

explicites de séries telles que :
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. Zun CV mais Z |un| DV, telle Z .

n>1

Zun Ccv, Zvn DV et u,, ~ v, ,
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telles Zln <1+ 1/)2 ) Z (nl/)2 :

n>2 n>2

a venir : produits de Cauchy de deux séries A.C.V.
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Déroulement d'une colle : '

e Au début de colle, une question de cours sera systématiquement posée : Tout énoncé de proposition ou définition doit étre
particuliérement PRECIS.

Ce sera soit une _définition, soit propriété soulignée, ou une encadrée dont les hypothéses précises permettant de |'utiliser
doivent étre connues.

Quelques - signalées en crochet gras colorié sont exigibles de tous les étudiants.

Quelques _ signalées en crochet gras colorié sont exigibles des étudiants qui ont une compréhension du cours plus avancée.
e Vous passez ensuite aux exercices.

Liste (en construction) [preuve x| : T2 Esteban, T4 Mathis, T6 Youn et Corentin, T7 Clémentine
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