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IV :

Suites et séries de fonctions

Convergence simple : (f,)nen CVS sur I vers f si:

Ve el, fn(x) m f(z)

Norme infinie d'une fonction bornée sur un intervalle :

I lI5 = f = sup{| f()];¢ € I}

Estimation via une majoration 3 n € N fixé de
sup{|fn(t);t € I}

Calcul explicite via I'étude des variations pour une fonction
dérivable sur I.

Convergence uniforme d'une suite de fonctions sur un
intervalle.

(fn)nen suite de fonctions bornées CVU sur I vers f si :

sup {|fn(t) = F@OI} = 1fn — fll% v

La convergence uniforme implique la convergence simple.
-(avec des quantificateurs V,3)

Théoréme de continuité de la limite d’'une suite de
fonctions continues, en cas de convergence uniforme.

Théoréme d’intégration de la limite : Si (f,) est
une suite de fonctions continues sur le segment [a,b] qui
converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite

b
(/ fn(t)dt> converge et

b

b b
tw [ a0 ae= [ tim_fuo)de= [ 50 a

n—-+oo a

Théoréme de dérivabilité de la limite : Si (f,) est
une suite de fonctions de classe C! sur I qui converge sim-
plement sur I vers f et telle que la suite des dérivées (f),)
converge uniformément sur (tout segment de) I vers g, alors
f est de classe C* sur T et f' =g

extension aux dérivées successives pour des fonctions de
classe C*.

n
Série de fonctions : notation Z fn, suite ka des
n>0 k=0 N
fonctions sommes partielles
Convergence simple d'une série de fonctions. Notation
—+oo
de la fonction somme Z fx-
k=0

Ezxzemple a connaitre :
“+o0

1 ..
C:z— E — est définie sur |1, 400
nCL‘
n=1

Convergence uniforme d'une série de fonctions. Diffi-

culté pratique d'étudier ||S — Sy||Z,.
Exemple avec utilisation du théoréme spécial des séries
alternées pour majorer uniformément la fontion de reste

+oo
Ry :x+— E U ().
n=N+1
Convergence normale d'une série de fonctions bornées,

lorsque Z l|lun||L, est une série numérique convergente.
n>0

Liens entres les trois notions de convergence La

convergence normale sur un intervalle implique la conver-

La convergence normale sur un intervalle implique la conver-
gence uniforme.

La convergence uniforme sur un intervalle implique la
convergence simple.

Théoréme de continuité de la somme

d'une série de fonctions continues qui converge

Théoréme d’intégration terme a terme
sur un segment avec CVU

Théoréme de dérivation terme i terme

L’hypotheése de convergence uniforme sur ['intervalle 1
de la série des dérivées peut-étre adaptée en une hypo-
theése plus légére de convergence uniforme sur tous les
segments de l’intervalle I.

Théoréme de dérivations successives terme a terme.

Exemple a savoir traiter : _

+oo
1
C:xr— Z — est de classe C* sur |1, +o0]
n=1
Théoréme de la double limite
(nouveauté du programme PC)[Admis, preuve HP]

si une série Z fn de fonctions définies sur I converge uni-
n>0
formément sur I et si, pour tout n, f,, admet une limite £,
en a borne de I (éventuellement infinie), alors la série Z L,
n>0
converge, la somme de la série admet une limite en a et :

—+o0

“+o0
r—a
n=0 n=0

a venir : polynomes d’endomorphismes, interpolation de Lagrange, déterminants de Vandermonde
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Déroulement d'une colle : '

e Au début de colle, une question de cours sera systématiquement posée : Tout énoncé de proposition ou définition doit étre
particuliérement PRECIS.

Ce sera soit une _définition, soit propriété soulignée, ou une encadrée dont les hypothéses précises permettant de |'utiliser
doivent étre connues.

Quelques points _ signalées en crochet gras colorié sont exigibles de tous les étudiants.

Quelques points - signalées en crochet gras colorié sont exigibles des étudiants qui ont une compréhension du cours plus
avancée.
e Vous passez ensuite aux exercices.

Liste (en construction) - : T2 Esteban, T4 Mathis, T6 Youn, Corentin et Titouan, T7 Clémentine
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