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I. Annales

Exercice 1

EXERCICE MAJEUR

+00 2
1
On admet : — = U
—~n 6
—In(1 —
) . . M si t 7§ 0
. Montrer que l'application ¢ :] —o0;1[ — R, ¢+ 13
1 si t=20
est continue sur | — oo ;1]
. Montrer que, pour tout = € [—1;1], I'intégrale L(x) :/ ©(t) dt existe.
0
- +w n
. a) Etablir: Vz e [-1;1], L(x) = Z:lm
b) Calculer L(1) et L(—1).
. 1
. Etablir : Vo e[-1;1], L(z)+ L(—x)= §L(x2).
2
. a) Montrer : Ve el0;1], L(z)+L(l—z)= i InzIn(l — z).
-+00 1
b) Calculer S = :
) Calculer ; —om

’ Exercice mineur ‘

. CNS sur (a,b) € R? pour qu'il existe une variable aléatoire réelle X a valeurs dans N, telle que

b
VneN, P(X =n)= ‘”;: .

On suppose désormais cette condition réalisée et on considére une telle variable aléatoire X .
. Calculer I'espérance E(X) en fonction de (a, b).

. Déterminer (a, b) pour que E(X) soit maximale et calculer alors cette valeur maximale.
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Exercice 2

| EXERCICE MAJEUR|

Soient f,g:[0;1] — R continues et a valeurs > 0, M = || f||-

1
On note, pour tout n € N*: [, :/ (f(1)"g(t)dt.
0

. Montrer : VneN* [, < MI,.
. Démontrer : Vn e N*, [, > 0.
. En utilisant I'inégalité de Cauchy et Schwarz, établir :  Vn € N*, 12, < I,,0.

]n—i-l
I,

On note, pour tout n € N* ;. w, =

. Montrer que la suite (u,)nen+ converge. On note L sa limite.

. Démontrer : (In)l/" — M.

noo
. On admet le résultat suivant (moyenne de Césaro) : si une suite réelle (w,),>1 converge vers un réel ¢, alors la
suite de terme général —(w; + - -+ w,) converge aussi vers (.

n

En déduire L.

’ Exercice mineur ‘

Soient n € N tel que n > 3, A € M,,(C).
On suppose : rg(A) =2, tr(A) =0, A—1I, non inversible.

. Déterminer les valeurs propres de A et leurs ordres de multiplicité.

. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(C)?
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Exercice 3

| EXERCICE MAJEUR]

. ¥ Int
On note, pour tout x €]0;+00| et sous réserve d'existence :  f(z) = / i
1

. Montrer que la fonction f est définie sur |0 ; +oo.

. Montrer que f est de classe C? sur ]0; +o0[ et exprimer f’(z) et f”(x) pour tout x €]0;4o0].

1
. Montrer que, pour tout k£ € N, l'intégrale [}, = / t*Int dt existe et calculer I,.
0

1
. . Int

. Justifier I'existence de l'intégrale I = / 1o

o 1+t
+oo
(="
. Montrer: [ = —_
ontrer nEO on 17

. Donner une méthode pour calculer 7 a 1072 pres.

. Etablir que f est prolongeable par continuité en 0.
Ce prolongement, encore noté f, est-il dérivable en 07

. Former le développement limité a I'ordre 3 en 1 de f.

Tracer l'allure de la courbe représentative de f au voisinage de 1.

’ Exercice mineur ‘

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim (E), f,g € L(F) tels que :

rg(go f)=rg(g) et rg(fog)=1g(f).

. Montrer : Im(go f) =Im(g) et Im(fog)=TIm(f).

. Etablir :  Im (f) + Ker (g) = Im (g) + Ker (f) = E.

TD Oraux CC-INP

3/14



bo
Maths Oraux CC-INPI PC - grli:;guE

M R‘Oger Quimper

Notes

1

correction :
’ ExXERCICE MAJEUR
. L’application ¢ est continue en tout point de | — co;0[U]0; 1[ par théorémes généraux.
—In(1—1) —(—t)
En O t) = ~ =1
n e(t) ; 0 :
d'ou : p(t) — 1=¢(0),
t — 0
donc ¢ est continue en 0.
On conclut :  est continue sur | — co; 1] ‘
x
. Puisque ¢ est continue sur | — co; 1[, il s’ensuit que, pour tout z € [—1;1[, l'intégrale / ©(t) dt existe comme intégrale d’une fonction continue sur un
0
segment, donc L(x) existe.
—In(1—¢
Ent: o= 2= o pso0
t t — 1

1
D’aprés le cours, I'intégrale généralisée / Inudu converge.
0
1

Par le changement de variable ¢t = 1 — u, l'intégrale généralisée / In(1 — ¢)d¢t converge.

0

1
Par multiplication par la constante —1, I'intégrale généralisée / —1In(1 —t)dt converge.

0

1
Par théoréme d’équivalence pour des fonctions > 0, I'intégrale généralisée / ©(t) dt converge, donc L(1) existe.
0

On conclut :

x
Pour tout x € [—1;1], I'intégrale L(z) = / p(t) dt existe
0

. a) On a, pour tout t €] — 1;1[—{0} :
tn to© tn—1

n

oy ="20"0 _ %Z

De plus, ¢(0) =1 et le terme constant de la série entiére précédente est égal a 1.

n=1

+oo -1

On a donc : vte]—1;1], @(t):z
n

n=1

Soit = € [—1;1] fixé.

tn—l

Notons, pour tout n € N* : fr : [0;2] — R, ¢ +— ,
n
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ol [0;z[ désigne I'intervalle joignant 0 (compris) et x (exclu).
e Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur [0;z[, évident.
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0; z[, vu ci-dessus.
n=1
“+oo
e La fonction Z fn qui est la fonction ¢, est continue par morceaux sur [0;z[, car continue sur [—1;1].
n=1
e On a, pour tout n € N* :
x x tnfl tqa 1
o] =] [ ]| ] = 2] <
[ [ 1#ute) = =15 <
o . - 1
D’aprés I'exemple de Riemann (2 > 1), la série Z — converge.
n=1
Par théoréme de majoration pour des séries a termes > 0, la série Z ‘/ | fn(t) |dt’ converge.
n>1
D’aprés le théoréme de permutation intégrale-série, on a donc :
x +oo T
Liz) = / o(t) dt = Z/ Fu(t)dt
0 =170
+oo x tnfl +oo

n

+ool,
Ve € [-1;1], L(z) = E —
n

n=1

On conclut :

b) e D'aprés 3. a), en remplacant = par 1, et d’aprés le résultat admis dans I'énoncé, on a :

71_2
L) =&

e D’aprés 3.a), en remplacant = par —1, on a :

On a, pour tout N € N*, en séparant les termes d'indices pairs, d'indices impairs :

Bl L R )" N I RN
n=1 p=1 p=1
d’ou, en faisant tendre I'entier N vers l'infini :
+oo +oo n 400
Z i (-1) 1 1
n2 2 T 5 CR)
n=1 et 2 p=1 p
I too 2 2
—-1)" 1 1 1
donc : Z( ) :772*:**12*1
—  n? 2 £~ n?2 2 6 12
n=1 n=1
2
On conclut : L(-1)=——
12

Uz — L(x) + L(—z) %L(ﬁ)
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est continue sur [—1;1] (par opérations), dérivable sur ] — 1;1[ (par opérations) et on a, pour tout x €] —1;1[ :
1

U'(z) =L'(z) — L'(-z) — §2acL(902)7

d'ou, six #0:
U'(z) = = In(1—=2) -—In(l+=) ol 1n(12— x2) —0,
z -z x
et,siz=0: U’ (z) = ¢(0) — ¢(0) — 0p(0) = 0.
Cela montre : Ve e]—1;1], U'(z)=0.
Il en résulte que U est constante sur [—1;1].
1 3
Comme : U(0) = L(0) + L(0) — §L(O) = EL(O) =0,
on déduit : Yz € [-1;1], U(z) =0,
et on conclut :
Lo 2

Vz € [-1;1], L(z)+ L(—=z) = EL(w )

. a) La fonction
V:0;1] — R, 2+ L(z)+ L(l —z)+Inzln(l —z)
est dérivable sur ]0; 1[ (par opérations) et on a, pour tout z €]0; 1] :
! ! ’ 1 1
Vi(z)=L'(z) - L'(1—2)+ —In(1 —z) — (Inx)
T 1—=z
_—In(l—-2) —Inz In(l-2x) Inz —0
N T 1—=z T 1—z

donc V est constante sur 0;1][.

On a, quand x tend vers 0, par prépondérance classique :
Inzln(l — ~ 1 — — 0
nel(l—z) ~  (na)(-z) — 0,

72

donc V() — LO)+L(1)+0=—.
x — 0 6
2
On déduit que V' est constante égale a o donc :

Vz €]0;1[, L(z)+L(1—z)= %2 —Inzln(l —z)

1 .
b) En remplagant x par 5 dans le résultat précédent, on obtient :

ORIORERCHICH]

1 2 In 2)?
donc : L(—):l—(n).
2 12 2
1\ n
1y <=2 (5) =
Et, d'aprés 3. : L(—) = =
pes3-0)i L(3) =2 2o =2 o

On conclut :
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Exercice mineur

1. Soit (a,b) € R? fixé.

On a:

(vn €N, ‘”;jb > 0)

< (YneN, an+b>0).

*Sia>0etb>0, alors il est clair que :
VnéeN, an+b>0.

* Réciproquement, supposons :
VneN, an+b=0.

En remplacant n par 0, on déduit : b > 0.

D’autre part :
b
vn e N*, a4+ — >0,
n

donc, en faisant tendre I'entier n vers l'infini, on déduit : a > 0.

L. an +b
e La série Z — converge et :

n=>0 2
+o0 +b +o0 1 +o0 1
> G men(y) 2 (3)
n=0 n=0 n=0
:a1 11 5 +0b T :a%4+b2:2a+2b.
(1-3) 13
On conclut :
La CNS cherchéeest: a >0, b>0, a+b:%
2. On a donc
+oo b +o0o +oo
E(X):an;:_ :aZnQ(%>n+bZn(%)n
n=0 n=0 n=0
Yoy 3
1 1 4 11
- 2( _1>23 +b5 (1—1)2 :aiﬂii
2 2 8 4

E(X) = 6a+ 2b

1 1
3. En prenant a comme paramétre, on a a € [0; 5} et b= i a, donc :

E(X):6a+2(%—a) —da+1,

et on conclut :

. 1 .
E(X) est maximale pour a = 5 et cette valeur maximale est 3

2 correction :
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ExERCICE MAJEUR

1. D’abord, pour tout n € N, I, existe comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.
On a, pour tout n € N :

1
Int :/0 (f(t))n+19(t) dt
1 1
:/0 FOL(F®) 9@®)] dtg/o M(f(t))"g(t)dt = MIp.

On conclut : ’Vn eN, Iny1 <MI,

2. Soit n € N.

L'application f™g est continue, a valeurs > 0 et n'est pas I'application nulle, donc, d’aprés le cours :

VneN, I,>0

3. Rappelons I'inégalité de Cauchy et Schwarz, pour toutes applications continues u,v: [0;1] — R :
1 9 1 1
(L)< (f )] )
0 0 0
On prend ici : w= ()2, v=(frt2g)1/2,
donc : wo = fPlg W? = frg, o2 = 3,

d’ou I'inégalité demandée :

VneN, 2., <Inlpyo

InJrl

n

4. Pour tout n € N, u, = existe, car I, et I,41 sont > 0.

On a, d'aprés 3., pour tout n € N :

Un = = Un+1
]n I’n,+1 ’
donc la suite (up)nen €st croissante.
D’autre part, d’aprés 1. on a, pour tout n € N :
I
Un = nt <M,
In

donc la suite (uyn)nen €St majorée par M.

D’aprés le cours, on en déduit :

La suite (un)nen converge

On note L =limuy.
noo

5. Puisque la fonction f est continue sur le segment [0; 1], on déduit, daprés le cours, que f est bornée (dé&ja utilisé en 1.) et que f atteint ses bornes.

En particulier, il existe tg € [0;1] tel que f(to) = Sup f(¢).
te[0;1]
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Comme f est a valeurs > 0, on a donc :

f(to) = |Iflloc = M.

Notons u = \ nl] f@)>o.

I
€
Soit € €]0; f(to)][ fixé.

Puisque f est continue en g, il existe n > 0 tel que :

vte[051], (It—tol <n = [f(t) — f(to)| <e).

On a donc :
vt € [0;1] N [to —nsito+n], f(t) > f(to) —e.

On a alors, pour tout n € N :

1 1 1
o< I, = f”g</ M"g:Mn/ g
0 0 0

0
1 to+n
I, = / g > / g 2 nu(M —e)”

0 to—mn

1 1/n
donc : ()™ (M — ) < le/n < (/ 9> ! M.
0

Comme :
)M (M —e) — M-—¢

([ =

()Y (M =€) > M — 2

(/1g)1/"M<M+e.
0

il existe N € N tel que, pour tout n > N :

On a donc : Vn=N, M—2<IY"<M+e.

On a montré, en revenant a la définition d’une limite finie :

M

noo

. o Notons, pour tout n € N: v, =1Inl, et wy, = vp41 — Un.

I,
On a, daprés 2. : wy = In2t L
In noo

D’aprés le résultat admis dans I'énoncé, on déduit :

1
—(w1 4+ +wn) — InL,
n

noo
e A 1
c'est-a-dire : —(Un+1 —v0) — InL.
n noo
Il en résulte :
1 1 Vo
—Un+1 = —(vpg1 —v0)+ — — InL4+0=InL,
n n n noo
. 1 n 1 nL
uis : v = —v — InL,
P n+1 ntl n+1ln n+l noo

(
donc, par décalage de l'indice : —~ — InL,
n  noo

puis, en prenant |'exponentielle :

I,ll/n = exp (% ln1n> = exp (%) — exp (InL)=L.
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On conclut : I}L/"

— L

noo

eOnavuen4. : Irl/" — M, d’ou, par unicité de la limite :

noo

Exercice mineur

1. e Puisque rg (A) = 2, on a, par le théoréme du rang :

donc Ker (A) # {0}.

dimKer (A)=n—-rg(A)=n—-2>23-2=1>0,

Cela montre que 0 est valeur propre de A et que la dimension du sous-espace propre associé est n — 2.

Puisque A € M,,(C), le polyndme caractéristique de A est scindé sur C, donc il existe A1, A2 € C tels que :

xa() = (=12 A = A1) (A = A2).

e Puisque A — I,, n’est pas inversible, 1 est valeur propre de A, donc, a l'ordre prés, \; = 1.

e Puisque la somme des valeurs propres de A est égale a la trace de A, on a :

donc: o = -1 = —1.

On conclut :

(n—2)-04+1-A+1-A=1tr(A)=0,

Les valeurs propres de A,
avec leurs ordres de multiplicité, sont :
0 (TL - 2)7 1 (1)7 -1 (1)

2. Les réels 1 et —1 sont valeurs propres de A d'ordre de multiplicité 1, donc, d’aprés le cours, les dimensions des deux sous-espaces propres associés sont égales

al.

Pour la valeur propre 0, la dimension du sous-espace propre associé est n — 2 et I'ordre de multiplicité est n — 2.

Ainsi, le polyndme caractéristique de A est scindé sur C et, pour chaque valeur propre de A, la dimension du sous-espace propre est égale a l'ordre de

multiplicité.

On conclut, d’aprés le cours :

3 correction :

1. Soit z €]0; 4-o0[.

. nt
La fonction g :t —>

. 14 ¢2
continue sur un segment.

TD Oraux CC-INP
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est continue sur le segment [z;1] (si z < 1), sur le segment [1;z] (si z > 1), donc f(x) existe comme intégrale d’une fonction
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On conclut : ’ La fonction f est définie sur ]0;—0—00[‘

1
2. D'aprés le cours, puisque g est continue sur ]0; 400, f est de classe C! sur ]0;4oof et : V& €]0;400], f'(z) = 1 ixQ.
x
Par opérations, f' est de classe C'! sur 10; +o0[, donc f est de classe C? sur 10; +o0], et, pour tout = €]0; 400 :
1 2
PR e R Rt T T
(1+x2)2 z(1+ x2)?
3. Soit k € N*,
L'application ¢ —> t*Int est continue sur 10;1].
On a, pour tout € €]0; 1[, par intégration par parties pour des fonctions de classe Ct sur un segment :
1 k+1 1 k41
t 1 t 1
/ tFIntdt = [—mt] - —dt
e kE+1 € e k41t
eFtline 1 /1 & — ek+tline 1 1-—ektt
k+1 k+1J. T k41 E+1 Ek+1
1
En faisant tendre € vers 0, on déduit, par prépondérance classique : L, =——+——.
par prép q k T )2

1
Pour tout k € N, l'intégrale I, = / t*Intdt
On conclut : 1 0
existe et est égale a ———
& (k+1)2

t
4. La fonction g:t — D% est continue sur 10;1].
1+41t2
Ona: f&) ~ Int<oO.
t— 0

1
D’aprés le cours, I'intégrale généralisée / Intdt converge.
0
1
Par multiplication par la constante —1, l'intégrale généralisée / —Intdt converge.
0
1
Par théoréme d’équivalence pour des fonctions > 0, I'intégrale généralisée / —g(t)dt converge.
0

1
Par multiplication par la constante —1, I'intégrale généralisée / g(t) dt converge.
0

L Int
On conclut : I :/ _nr dt existe
o 1+1t2

5. On a, par la série géométrique :

1 = oo
vte0;1, ——= Z(—t2)" — Z(—l)nt2",
n=0

bl 2 -
1+t 0
Int I
donc : vt €]0;1], = —1)"t2" Int.
10;1] T HE:O( )

Nous allons appliquer le théoréme de permutation série-intégrale.
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Notons, pour tout n € N :
fn:]051 — R, t+— (=1)"2" Int.
e Pour tout n € N, f), est intégrable sur ]0; 1], cf. 3.
o La série de fonctions Z fn converge simplement sur ]0; 1], vu ci-dessus.
n=0

+oo
e La fonction Z fn . qui est la fonction g, est continue par morceaux, car continue, sur ]0; 1.

n=0
e On a, pour tout n € N :

/l\f(t)|dt— op = — LI
, In = 2n—(2n+1)2 e gz 2O
1
D'aprés I'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d'équivalence pour des fonctions > 0, la série Z/ |fn(t)| dt converge.
n=0 0
D’aprés le théoréme de permutation série-intégrale, on a donc :
= / fa@yar =S 2D
n=0 0 n=0 (2TL + 1)2
“+oo )
(_1)VL
On conclut : I= Z —_
2
= 2n+1)
L. (=)™ . L. , L . 1 L.

. La série E ————— reléve du TSCSA, car cette série est alternée et la valeur absolue de son terme général, qui est ——————, est décroissante et de

(2n +1)2 (2n +1)2

n=0
limite 0.

On a donc, d'aprés le cours, en notant, pour tout n € N, R, le reste d'ordre n de cette série :

(_1)n+1 B 1
Cn+1)+1)21 7 (2n+3)2

Vn €N, |Ry|<

Donc :

1 1 1
|Rn| < 510—2 =<K=

< =1072 <= (4n + 3)2 > 200
(2n+3)2 2 (4n +3)

<= 42+32V200<=2n+3215<<=2n=>12<4<=n > 6.

3
—1)" 1
Ainsi, Sg = Z ﬁ est une valeur approchée de I 3 510_2 prés.
n=0

Et - 1 1 1 1.
t: 83_1—273—2+5—27570.908481.

On conclut :

Une valeur approchée décimale de 1 a 1072 prés est 0,91

TD Oraux CC-INP
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Int
14 t2

1
7. On avu en 4. que I'intégrale / dt converge.
0

Cela signifie que la fonction f admet une limite finie en 0, donc :

f est prolongeable par continuité en 0, par f(0) =1

Inz
. . () —
eOnavuen2 : Vzel0;4oof, f (:c)—m,
Y _
donc: f'(z) LT, T

Il en résulte, d'aprés le théoréme limite de la dérivée lorsque cette limite est infinie :

f n’est pas dérivable en 0

8. ¢ Notons t =x — 1, de sorte que t — 0.
r — 1

On a, pour tout = €]0; 400 :

Inxz
!
i) = T+ 22

_ In(1+1t)

14+ (1412

_ In(1 +t)

242t 442
1 1

= ——5In(1+1)
21+t4+ 5
1 t2 9

- 5(17t+o(t))(t75+o(t ))

! 3, 5

- i(tfit +o(t ))
1. 3, 5

= Zt—"t 2).
2t~ 1 +o(t%)

On déduit, par primitivation :
f@) = g+ 18 28 e

T) = —— —=-—40

2 22 43

et on conclut :

Le développement limité a I'ordre 3 en 1 de f est :
1 2 1 3 3
f@) === J@-1%+ o (@-17)

o Allure de la courbe représentative de f au voisinage de 1 :
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Exercice mineur

1. e x Soit y € Im(go f).
Il existe € E tel que y = (go f)(z) = g(f(x)), doncy € Im (g).

Cela montre : Im (go f) C Im (g).

* De plus, d'aprés I'énoncé :
dimIm (go f) =rg(go f) =rg(g9) = dimIm (g).

On conclut :

[Im(go/) =Im(g)|

e Comme f et g ont des roles symétriques dans les hypothéses, on a aussi :

[Im(fog) =Im ()]

2. e Soit 7 € E.
Ona: f(z) €Im(f)=Im(fog).
Il existe donc u € E tel que : f(z) = (f o g)(u).
Onaalors:  f(x—g(w) = f(z) - f(g(w) =0,
donc = — g(u) € Ker (f).
Ainsi :

z=g(u)+ (z—g(w), g(u) €Im(g), z—g(u)€ Ker(f),

donc: z € Im (g) + Ker (f).

Cela montre :

’Im(g)+Ker(f) :E‘

e Par réles symétriques de f et g, on a aussi :

’Im(f)JrKer(g) :E‘
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