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Exercice 1

Soit ϕ ∈ L(R[X]) dé�ni par :
ϕ(P ) = P (X + 1) + P (X − 1)− 2P (X)

1. Comparer le degré de P et celui de ϕ(P ).

2. Déterminer le noyau de ϕ.

3. Etudier la surjectivité de ϕ.

Exercice 2

Montrer que la série
∑

un de terme général

un = ln(2n+ (−1)n)− ln(2n)

est convergente mais pas absolument convergente.

Exercice 3

Soit u l'endomorphisme canoniquement associé à A =

 1 1 −1
−1 3 −3
−2 2 −2


1. Montrer que R3 = Ker(u2)⊕Ker(u− 2idE).

2. Montrer que Ker(u) 6= Ker(u2).

3. Montrer qu'il existe une base dans laquelle la matrice de u est

0 1 0
0 0 0
0 0 2

 ?

4. Déterminer les endomorphismes v qui commutent avec u.

Exercice 4

Soit (un) une suite véri�ant, pour tout n ∈ N :

un+1 =
e−un

n+ 1
.

1. Montrer que un −→ 0.

2. Quelle est la limite de nun ?

3. Déterminer la nature des séries
∑

un et
∑

(−1)nun.

Exercice 5

Soient a ∈ R et A =

 1 a a
−1 1 1
−1 0 2

.

1. Donner le polynôme caractéristique de A.

2. Donner une condition nécessaire et su�sante pour que A soit diagonalisable.

Exercice 6

On pose In =

∫ 1

0

ln (1 + tn) dt.

1. Déterminer la limite de la suite (In).

2. Montrer que In ∼
n→+∞

1

n

∫ 1

0

ln(1 + u)

u
du

3. On admet que

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
. Montrer que In ∼

n→+∞

π2

12n
.
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Exercice 7

1. Justi�er l'existence de

I =

∫ +∞

0

√
t

et − 1
dt

2. Sachant que

∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
, montrer que I =

√
π

2

+∞∑
n=1

1

n
√
n
.

Exercice 8

On lance n fois un dé à six faces non pipé.

On note Xk le numéro obtenu au ke lancer, Mn = max(X1, . . . , Xn) et mn = max(X1, . . . , Xn).

1. Donner la loi de Xk et sa fonction de répartition F .

2. Exprimer la fonction de répartition Fn de Mn en fonction de F .

3. Etudier la convergence de la suite (Fn).

4. Déterminer la fonction de répartition fn de mn.

Exercice 9

Soit F : λ 7−→
∫ +∞

0

e−x − e−λx

x
dx.

1. Déterminer le domaine de dé�nition de F .

2. Montrer que F est de classe C1 sur tout intervalle [α,+∞[ avec α > 0, et calculer F ′ puis F .

3. En déduire, pour a, b > 0 la valeur de

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx.

Exercice 10

Soient A =

(
1 2
2 4

)
et f l'application deM2(R) dansM2(R) dé�nie par :

f(M) = AM

1. Déterminer une base de Ker f .

2. L'endomorphisme f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Im f .

4. Le noyau et l'image de f sont-ils supplémentaires ?

Exercice 11

Etudier la convergence simple et uniforme sur [−1, 1] de la suite (fn) de fonctions dé�nie par :

fn : x 7−→ sin(nxe−nx
2

)

Exercice 12

On lance n fois un dé à six faces non pipé. On note Xk le numéro obtenu au ke lancer, Mn = max(X1, . . . , Xn) et mn =
max(X1, . . . , Xn).

1. Donner la loi de Xk et sa fonction de répartition F .

2. Exprimer la fonction de répartition Fn de Mn en fonction de F .

3. Etudier la convergence de la suite (Fn).

4. Déterminer la fonction de répartition fn de mn.
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