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pour le mardi 24/01/23 2022-2023 Quimper

Exercice 1

Soient n € N* et E = R,[X]. On note (Py(X) = 1, P1(X) = X, ..., P,(X) = X") la base canonique de E.
Soit (a;) jefo,.; une famille de réels distincts deux a deux.

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose : (P|Q) = Z P(a;)0(a;).
Jj=0
1. Vérifier que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2. Soit P un polyndme de E, calculer (P|Py).
3. Pour tout j € [0, n]l, on considere le polyndme L;(X) =

k=0
k]

X—ak

a;—dg

Lsiiz i
3.1. Démontrer que, pour tout couple (i, j) € [0, n]?, Lj(a;) = { S% i=j
0 sinon

3.2. Prouver que la famille & = (L;)jefo,, €st une famille orthogonale pour le produit sca-
laire (|).

3.3. En déduire que Z est une base de E et qu’elle est orthonormale.

3.4. Déterminer les composantes d’un polynoéme P de E dans la base A.

n
3.5. Déterminer Z L;.

J=0

4. Soit H I’ensemble des polyndmes P de E tels que Z P(aj) = 0.
Jj=0
4.1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
4.2. Déterminer H* et en déduire la dimension de H.
S. Soit Q un polyndme de E.
5.1. Déterminer le projeté orthogonal de Q sur H*.

5.2. Déterminer la distance de Q au sous-espace vectoriel H.
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