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Déroulement d'une colle : '

o Au début de colle, une question de cours sera systématiquement posée : Tout énoncé
de proposition ou définition doit étre particuliérement précis.

Ce sera soit une _définition, soit propriété soulignée, ou une | formule | encadrée dont les

hypothéses précises permettant de |'utiliser doivent étre connues.

ch. XII : Espaces vectoriels nor-
més, limites et continuité

1) Normes

— Norme sur un e.v.n.. Espace vectoriel normé (E, || || ).

— Définition (formules) des normes usuelles || |1, || |25 || |l
sur E =R",

— Produit scalaire, norme associée d un produit scalaire, sur un
espace préhilbertien réel.

— exemple (M,N) — Tr(MTN) est un produit scalaire sur
E = Mn(R)
M — /Tr(MTM) la norme associée.

— exemple || ||1 et || ||oo sur E = C([a, b],R).

— Equivalence de normes. En dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes [ADMIS].

justifier & I'aide d'une suite (f,) de fonctions
que || ||1 et || ||o ne sont pas équivalentes sur £ = C([a, b], R).

— Distance associée & une norme sur un e.v.n..
— Boule fermée, Boule unité fermée , Boule ouverte.
les étudiants doivent savoir dessiner les boules unités sur

R® pour les normes usuelles || |1, | |2, || |leo

— Partie bornée de (E, || ||&)-

— Suite bornée (V,,),>0 de vecteurs de (E, || ||&).

— Fonction bornée f: A — F, de A partie de (E, || ||g) vers
(E N F) -

— limite d'une suite vectorielle, opérations usuelles.

(Vi) converge vers L dans E ssi :
Ve >0, Ing €N; Vn > no, ||V — L||g < €

2) Limites, continuité

N.B. On se limitera & des fonctions de deuz (voire trois) va-
riables, & valeurs réelles ou vectorielles, en dimension finie.

— Point adhérent

— Limite d’une fonction en un point adhérent

Critére séquentiel.

a venir : partie ouverte, intérieur, continuité théoréme des bornes
atteintes, propriétés topologiques des ouverts et des fermés, adhé-
rence, converes

Quelques _ signalées en crochet gras colorié sont exigibles de tous
les étudiants.

Quelques _ signalées en crochet gras colorié sont exigibles des étudiants
qui ont une compréhension du cours plus avancée.

e Vous passez ensuite aux exercices.

ch. XI : Intégrales & parameétre

— Meéthode d’étude de 'intégrabilité d'une fonction sur un
intervalle : ensemble de continuité, techniques de comparaison
(~, 0, O) en les bornes impropres.

les étudiants doivent réviser le chapitre sur les intégrales
généralisées et savoir étudier la convergence d’une intégrale
généralisée

— Théoréme de continuité d'une intégrale a paramétre [Ad-
mis, preuve non exigible]. Soient A et I deux intervalles de R,
et f: AxI—K, (z,t) — f(z,t) telle que :

i) pour tout z € A, fre : I — K, t — f(x,t) est
continue par morceaux sur [ ;

i) pourtout t € I, for:I — K, x+— f(x,t) est continue

sur A;

iii) il existe une fonction ¢ : I — R
continue par morceaux, positive et intégrable sur
I telle que :

V(z,t) € Ax T, [f(z,t)] < p(t)

Alors |G: A — K, z+— /f(x,t) dt est continue sur A.
I

Généralisation au cas de domination (locale compacte) sur
tous les segments d’'un intervalle.

— Théoréme de dérivation d'une intégrale 3 paramétre [Ad-
mis, preuve non exigible].

Généralisation au cas de domination de sur des en-

oz
sembles du type [a,b] X J.

— Exemple de la fonction I' d'Euler

—+o0
I':z+— / t*"te™t dt. N.B. : tous doivent savoir mon-

o 1 .
trer la continuité ou la classe C* en exercice

— Théoréme de dérivations successives d'une intégrale a
paramétre, pour obtenir la classe c* pour k € N. [Admis, preuve
non exigible].

— Théoréme de convergence dominée & paramétre continu

Soient A et I deux intervalles de R, a une borne de A, et
fiAXT —K, (x,t) — f(z,t) telle que :

i) Pourtoutt eI, f(x,t) — £(t)
ii) Pour tout x € A, t — f(m,t) et t — £(t) sont continues
par morceaux sur I

iii) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle
que :
V(2,t) € Ax I, [f(z,6)] < o(t)

Alors la  fonction ¢ est intégrable sur I et

fmtdt—> Z()

Tr—ra
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