E3A MP 2017 Mathématiques 1 corrigé

1.

5.

EXERCICE 1 (original n° 2)

(a) D’un coté la j-éme colonne de la matrice A est Mp (u(e;)) colonne des coefficients de u(e;) dans la base B.
Ainsi a; j qui le coefficient de la matrice A situé a la i-éme ligne et la j-éme colonne est la i-éme coordonnée
du vecteur u(e;).
D’un autre coté comme B = (ey,. .., ey,) est une base orthonormeée, la i-éme coordonnée dans B du vecteur

u(e;) est (u(ej)le;).

Ceci justifie que : [a;; = (u(e;) | €;)

(b) Soit (i,7) € [1,n]?. Je note a’m- le coefficient en position (i, j) de la matrice YA. Selon la question précédente,
on a

aij = (u(ej) | ) = —(ej [ uler)) = —(ules) | ej) = —aj; = —a; ;
Ainsi on a en déduit I'égalité : H

det(A) = det (*A) = det (—A) = (—1)" det(A)
Or det(A) = det(u) # 0 car u est automorphisme de E

donc (—1)" =1 ainsi

.Ona

I’entier n est un nombre pair‘

On a u € GL(E) (ensemble des automorphismes de E) or (GL(E), o) est stable par composition.

donc v € GL(E) ainsi v un automorphisme de E. Non demandé par le sujet initial.

La matrice de v = u? dans la base B est A? et ! (AQ) = (tA)2 = (—A)2 =A?

Ainsi la matrice de v dans la base orthonormale B de E est symétrique donc ’endomorphisme est symétrique.

Ainsi ’v est un automorphisme diagonalisable dans une base orthonormée de E‘

On considére x un vecteur propre de v associé a A. On a v(z) = Az.
Dune part, (v(z) | #) = A(z | ) = A||z||? et d’autre part (v(z) | z) = (v*(z) | 2) = —(u(z) | u(z)) = —|lu(z)|?
donc A||z|? = —|lu(z)||? or z # O donc u(x) # Og car u est un automorphisme de E
d’on ||z)|2 > 0 et [|u(z)||? > 0 ainsi
(a) On a x # O (vecteur propre) et F = Vect(z,u(z)) donc 1 < dim(F) < 2.
Par l’absurde, si on avait dim(F) = 1, on aurait (u(z),x) liée
ce qui nous fournit p € R tel que u(x) = px.
Ainsi \r = v(x) = u?(x) = p’z et ¥ # O
donc A = u? donc p? < 0 d’aprés la question précédente

ce qui est absurde car p € R. D’ott ’1& dimension de F est égale a 2‘
(b) On a F = Vect(z,u(x)) et u linéaire et A # 0. Ainsi

u(F) = Vect(u(x), u2(:1:)) = Vect(u(z),v(x)) = Vect(u(z), \x) = Vect(u(z),z) = F

donc ’F est stable par I’automorphisme u‘

Soit z € F+. Montrons u(x) € F+ c'est a dire : Vy € F, = L y.
Soit alors y € F. On a u(y) € F d’apreés ce qui précéde et donc = L u(y) ainsi

(u(z) | y) = —(= [u(y)) =0

On conclut que u(z) € F-. Ce qui permet d’en déduire que |'orthogonal F- est aussi stable par u
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(c) D’apres (a) et (b), (z,u(x)) est génératrice de F et dim(F) = 2 ainsi il s’agit d’une base de F.

1 1
Comme z # O, on peut noter les vecteurs de F : €] = Wm et ¢y = Tzl u(x) comme dans l'indication.
x allx
On a alors |le}|| = 1 et comme u?(z) = v(z) = Az, on a
a?||z|? —All]? All]?

et on a (€] | e5) =0 car

(€5 ] €r) =

(u(z) [2) _ —(x[u(z))

allzl> — allz]?

=—(e1 | e5) = —(eh | €})

ainsi B’ = (¢}, €) est une famille orthonormale de F donc base orthonormée car dimF = 2
de plus comme u est linéaire et a = v/ —A # 0, on a :

1
u(e)) = Wu(a;) = aeh = 0€} + aée)
x
et comme u?(z) = v(z) = Az, on a :
1 A —a?
u(ehy) = ——u*(r) = ——x = ——x = —ae) + 0eh
allz|| allzl|~ allz|

il existe une base orthonormée B’ de F telle que la matrice de up dans la base B’ soit ( 2 “ )

(d) up. est un endomorphisme de FL selon (b). Soit 2 € F+. On a

x € Ker (upL) <= upL(z) = Op <= u(x) = 0gp <= 2z =0

car u est un autmorphisme de E.
Ainsi Ker (up1) = {Og} or F* est de dimension finie (n — 2)
donc up. est un automorphisme de F* et on a :

V(z,y) € FX x F, (upi(x) | y) = (u(z) |y) = —(z |u(y)) = —(z | upr(y) (1)

I’endomorphisme up1 est un automorphisme vérifiant la relation (1) ‘

Ainsi

6. On reprend les notations et résultats de 5). On y a trouvé une base orthonormée B’ de F dans laquelle up a

une matrice de la forme (O
a 0

a
). On remarque que a est non nul car a?> = —\ > 0.

1
Comme E est de dimension finie, on a F EB F1 = E donc dim (F1) = dim(E) — dim(F) =4 -2 =2
up. est un automorphisme de F* vérifiant la relation (1). alors en faisant comme en 5) trouver € et ej € F+
tels que : By = (eff,€}) base orthonormée de G stable par up. dans la qulle la matrice a la méme forme que
celle obtenue en 5(c) (ou ci-dessus).
On remarque que G = F+ car G sous-espace de F+ de dimension égale & 2

1
En concaténant les bases B’ et Bs, on obtient B” une base adaptée a F @ F = E d’ou l'existence de
0 —a 0 O
* ” . . y e R 0 0 O
a, € R* et B” base orthonormée de E tels que la matrice de u dans B” soit égale a : 0 0 0 -8
0 0 B 0
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