Mécanique C3 Approche énergétique du mouvement d'un point matériel
Correction TD

2. Saut a l'élastique

Un sauteur a 1’élastique, modélisé par un point matériel M, de masse m=70kg tombe
depuis un pont (en A4) avec un ¢€lastique accroché aux pieds. Pendant les 20 premiers
métres de chute (jusqu’en B) I’élastique n’est d’aucune utilité le sauteur est donc en
chute libre.

A partir du point B, I’action de 1’¢lastique est modélisable par un ressort de masse
négligeable, de longueur a vide /,=20m et de raideur k&=120N.m"". On prend g=9,81m.s”

On néglige tout frottement.

1. Déterminer la vitesse du sauteur en B.

2. Déterminer la hauteur totale de chute H.

3. Déterminer l'amplitude des oscillations effectuées par le sauteur aprés son passage en
C. Commenter le résultat .

Rep:v,=71,3km.h’'; H=41,9m ; A = 16,2m

Solution :
1. Ref: terrestre, systéme : le sauteur

On applique le théoréme de I'énergie cinétique au sauteur entre les points A4 et B :
E(B)-E(A)=W3(42B)|(1)

EC(B)—EC(A)ZEmvé—OZ%mvé et Ws=mgh doncdapres(l)|v,=v2gh

Application numérique : | y =+/2X9,81X20=19,8 ms™'=71,3 km.h™"

2.0n applique le théoréme de I'énergie cinétique au sauteur entre les points A et C :
Ec(C)=E(A)=W5(A4>C)+ W3(B>C)| ()
E (C)=Ec(4)=0 ; Ws(4>C)=mgH ; W(B>C)=E,(B)-E,(C)

WT(BQC)ZO—%k(H—IO)z donc d'aprés (2) on en déduit : mgHZ%k(H—lo)2 d'ou l'équation du 2™
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2m 2 2m 2
degré : TgH:Hz_zloH"' Iy qou |H _(210+ Tg)H"' ;=0
Application numérique : Hz—(2 X20+ %69,81)]_”_ 20°=0 dou H*—51,445 H+ 400=0

_51,445-32,35

A =51,445"—4x400=1046,588=32,35" dou H, =9,54m impossible car < [

_ 51,445+ 32,35 _

H 5 41,9 m | solution acceptable.

2
3. On détermine la position d'équilibre du sauteur grace a la 2éme loi de Newton (cours). L,= [+ %
70x9,81
AN: L, =20+ 20+ —————=25,7
“ 120 o

L'amplitude des oscillations est | A=H — L, =41,9—25,7=16,2 m | s'il n'y a pas de frottements. L'amplitude

des oscillations diminue rapidement dans la pratique !



3. Pendule : mesure d'une vitesse

On accroche une bille de masse m=200g au bout d'un fil inextensible de masse négligeable et de longueur L=Im. On
repere la position de la bille grace a I'angle 8 que fait le fil avec la verticale descendante. On lache la bille avec une
vitesse nulle le fil faisant un angle 0,=30 ° avec la verticale descendante .

On suppose le fil tendu a tout moment.

1. Faire un schéma du dispositif en précisant les différents paramétres.

2. Montrer que le systéme est conservatif.

3. Etablir l'expression de I'énergie mécanique E,, de la bille au cours de son mouvement en fonction de v, m, L, g et 0.
En déduire l'expression de sa vitesse v en fonction de m, L, g et 0. Calculer la vitesse v, de la bille lors de son passage
par la position verticale du fil.

4. De l'expression de E,, déduire 1'équation différentielle du mouvement de la bille vérifiée par 0. La résoudre en
faisant I'hypothese des petits angles. En déduire la vitesse v; de la bille lors de son passage par la position verticale du
fil en fonction de L, g et 6. Faire 'application numérique et conclure.

Solution :
1. Voir ci-contre.
2. On montre que le systéme est conservatif en faisant le bilan des forces :
La bille est soumis a son poids qui est une force conservative, et la tension du fil
qui ne travaille pas. Conclusion: le systtme est conservatif
E, =E_ + E, =cste

. |
3. L'énergie cinétique est : £ .= D) mv
L' énergies potentielles est : E ,=—mgz+K =—mglcos@+mgl en prenant
l'origine en M;.

D’ou l'expression de la conservation de 1'‘énergie mécanique:

Yz

Em= % mv’—mgLcos 0+ mgL .

Em:Em(tZO):%m02—mchos(30°)+ mgL:mgL(l—g) dou mgL (1 —?)Z%mvz—mchos 0+ mgL

d'ou v=42gL(cosG—%)

AN': vlz\/2><9,81><1 (cosO—?) doi v,;=1,62m.s"'

4. v=L0u, dou Em:%m(Le)z—mchosmegL

dE, 1 MR , .
” :0:§m><2(L 0)0+ Omg Lsin® d'ou

On obtient I'équation du mouvement en dérivant

l'expressionde E,, :

L6+ gsin9=0

0+ w’0=0
0=Acoswi+ Bsinwt .At=0 0(0)=0, don A=0, .At=0 v(0)=0 dou B=0 dou

Dans le cadre des petits angles sin©®=0 . L'équation devient : avec m= \/% . La solution est du type :

e=90 COSMT | et v:Lé:—LwBO sinw7r=—+ Lg Bosinwt . Lorsque le fil est en position verticale
0=0 donc coswt=0 dou sinwt=x1 dou v1=\/Lg60 AN v, = & =1,63 m.s™"

Conclusion : avec ou sans approximation on trouve le méme résultat a moins de 1% pres.



3. Voiture effectuant un looping

Une voiture de manége de masse m=24kg est assimilée a un point matériel. Cette voiture est posée sur deux rails
paralleles et glisse sans frottement selon la trajectoire constituée en partie d’un cercle de rayon a=4,7m de la figure ci-
dessous. On donne g=9,81m.s?

La voiture est abandonnée sans vitesse au point A d’altitude h > a.

1. On suppose h est suffisamment grande pour que la voiture reste constamment en contact avec les rails.

a) Exprimer la vitesse V; en B de la voiture en fonction de g et h.

b) Exprimer la vitesse V,, en M de la voiture en fonction de g, h, a et 6.

2. Soit R laréaction exercée par les rails sur la voiture.

a) Exprimer R en M en fonction de g, h,m,aet6.

b) Pour quel point M du cercle la norme de R est-elle minimale ?

c) Donner I’expression littérale puis calculer la hauteur h minimale pour laquelle la voiture ne décolle pas des rails.

d) Pour des raisons de sécurité, on veut qu’a chaque instant la voiture exerce sur les rails une force au moins égale au
quart de son poids. Déterminer

sous forme littérale puis calculer la g Y A
hauteur minimale pour que cette A
condition soit remplie.

=y 4

Solution :

1. Ref : terrestre
a) On applique le théoréme de 1'énergie cinétique au chariot entre le point A et le point B soit :
E (B)—E.(A)=W;(A4> B)+W.(4B) (1)
1 1
EC(B)zzm Vi EC(A)ZE mV>=0,

WP(A-)B)=Ep(A)—Ep(B):mgh—O:mgh ; WE(A->B)=0 car Elaudéplacement,

Donc d'aprés (1) %m Vf;:mhg dou | V= \/Zgh

b) On applique le théoreme de l'énergie cinétique au chariot entre le point A et le point M soit :
E(M)—E (A)=W;(A>M)+ W4 (4> M) (1
EC(M)Z%m Vi EC(A):%mViZO ;

Ws(Ad>M)=E (A)—E (M)=mgh—mga(1+sin6) ; Wz(4->M)=0

p

Donc d'apres (1) %m V3 =mgh—mga(1+sin0) dou VM=«/2gh—2ga(1+ sin 9)

2. a) Pour pouvoir exprimer la réaction il faut appliquer la 2éme loi de Newton au point matériel dans la partie
circulaire du mouvement.

Repére d'espace : R(O, U, 1)

Base de projection la mieux adaptée : (ﬁ;, L_fe) ,
Vecteurs cinématiques :

—— -> o '2 .
OM=au, , V=a0Ou, et G=—a®’u,+ aOu,

Bilan des forces :

Poids: P=—mgsin O, —mgcosOi,

Réaction du support : R=—R u,

S

2éme loi d Newton : ma=P+R dou par projection suivant ¥, :



2
—am@’=—mgsin®—R soit R=am®’—mgsin@ or Vy=ab dou R=m—L—mgsin® en

a
2gh—2ga(1+sin0 )
remplagant V_M obtenu dans la question 13 on obtient: R=m & g ( ) —mgsin0 d'ou
a
2h .
R=mg(~=—2—3sin0)
a

b) R est minimale quand sin 0 est maximum c'est a dire en D.

5

c) Pour que le chariot ne quitte pas le contact des rails il faut que R (D) > 0 , on en déduit hm,-n= E a

Application numérique : | h,,;,=11,75 m

mg . 2h . [\ Mg . 2h 1 . 2h_21 .
R(D)=z—= ¢ ——2-3sin—)>2—= ¢ ——5=— d —>— (
d) On veut que ( ) 4 d'ou mg( , sm2) 4 d'ou p 4 d'ou p 4 d'ou

h ,.,,=2—81 a=12,34m

m




6. Toboggan hélicoidal
Paul est initialement immobile en haut du toboggan représenté figure 4 a l'altitude h.

. Z

V

WU

Figure 4 Figure 5

Ce toboggan est constitu¢ d’un enroulement hélicoidal d’approximativement n = 2,3 tours. Le rayon moyen est estimé
a R=2,0 m et la hauteur de I’ensemble est h=4,0 m .

On modélise la piste du toboggan par une hélice circulaire représentée figure 5.

Dans le repére d'espace R(O, u,, LT; LTZ) ou O est au niveau du sol et I'axe Oz ascendant, 1'équation de la courbe
décrivant l'enroulement est en coordonnées cylindriques : r =R et z=a 0 avec 0 > 0 et exprimé en radian.

1. Déterminer la valeur de o.

2. On repere la position de Paul grace a ses coordonnées cylindriques (R, 6, z) . Reproduire la figure 5 et représenter
les coordonnées cylindriques du point M ainsi que la base associée.

3. Paul part du point D en haut du toboggan sans vitesse initiale. En utilisant le théoréme de 1’énergie mécanique,
exprimer, puis calculer la norme de la vitesse atteinte v, par I'enfant en sortie au point S du toboggan.

4. Afin d’éviter d’éventuelles collisions, le toboggan est équipé au point de départ d’un feu qui passe au vert toutes les
Tt secondes. On impose une marge de Tn= 5s en plus de la durée de parcours dans le toboggan.

4.1. Exprimer la vitesse V de ’enfant dans la base cylindrique en fonction de R, Z et a.

4.2. En utilisant le théoréme de la puissance cinétique, établir I’équation différentielle en z du mouvement de Paul en
fonction de g, a et R.

4.3. En déduire I’expression et la valeur numérique de Tr.

Az

Solution:
1.0n utilise la relation z=a0. On sait que pour z=h=4m et d. & om

L 4 - =
0=2nn=4,6rxdou: a:%:wzﬂ,ZSm,rad 1 C

1
9
2. Ci-contre C—O’ G D
3. On applique ce théoreme de I'énergie mécanique a Paul entre le point de départ D \‘_b . et
X

le point d'arrivée S : Em(S)_Em(D):WFjVC(D >S) g

Au cours du mouvement, Paul est soumis a son poids dérivant de I'énergie potentielle : £ ,=mgz en supposant
I'énergie potentielle nulle en z=0.

Il est également soumis a la réaction R du support orthogonale au déplacement, cette force ne travaille pas.
On déduit de ce bilan que £,,(S)=E,(D)=W - (D >S)=0 (1)

E,(D)=E,(D)+ EC(D)ngh+%mvé=mgh; E (S)=E

m

(S)+ EC(S)=0+%mv25. De (1), on déduit que :

)4

v =v2 gh=V4Xx4x10=8,9 m.s"'

. . . — — > 4T DAL L — O A 2 e
4. 1) En coordonnées cylindriques, OM = Ru,+ zu_d'ou v=ROug+ zu  or z=0.0 d'ou =5 d'ou:

->__ z —_ . =>
V=RG Uyt Zu_ |




dE

2) D'aprés le théoréme de la puissance cinétique : d—tC: P+ R.V ().
.2 dE . 2
Ec:lmvzzlm[(Ré) + z°] donc —‘Zlm[R22Zi2+ 2'22]:m22[%+ 1]
2 2 dt 2 o o
. . 2
f’.i}’:—mgﬁ'z.(R éﬁ’e+ zﬁ’z):—mgz et R.v=0. De (2) on tire: mzZz[—+1]=—mgZzdou l'équation
o
. . Z:l
différentielle du mouvement : 2 .
(K 1]
2
[0
. , . . e _g t+ t \ . . _ LN H— _g t . , .
3) Par intégration on obtient : Z I’z CSl€ or 3 t=0 = donc cste =0 d'ou ¢ 2 . Par intégration on
a o
- 2 - 2
obtient : Z(t>:+t + cste or 3 t=0 7=} donc cste =h d'ou Z(t):+t +h
R R
2[=+1] 2[—+1]
o o
, . 0: _g T2+ h o R2 h
La durée de descente est T, telle que z(7T,) =0 soit T S— dou T =42[ =+ 1]—.
R d 2
a

2 | 2
T,=T+ 5=J2[R—2+ 1]£+5=JZ[ 2 2+1]i+ 5=11,5s |
o g 0,28 10




