Mécanique-C4 PCSI
Correction ex 2-3-4

2. Caractéristiques d'oscillations©©

1 1
1.|E, = 5 m v§+ 5 k x(z, Application numérique: Em:%x 0,2%0,2°+ %X 200,027 donc E _=8,00mJ
2. £ :lsz donc X = 2Em
-3

Application numérique: X = % donc Xm= 2,83cm

Lors du passage a la position d'équilibre toute 1'énergie mécanique est sous forme d'énergie cinétique : E ’”:E mv, .

-3
donc|,,  —ula E, . Application numérique: y = 2x8.10 - donc|v =283 cm.s”' |
max— m max 0,2 max

3. Oscillations d’une perle ©©
(d'aprées ENAC 2012)
1. Ref d'étude: ref terrestre, repére d'espace associé: R(0,i, ,17:)

Systéme: perle de masse m, Coordonnées :cartésiennes (x,))

Base de projection: (77 7) , Vecteurs cinématiques: OM =x1i, VEXu =viu, a=xu, (y=0)

x>y X

Bilan des forces:

—

(] Poids:P:mgz—mgﬁ;

m  Réaction du support: R=R u, orthogonale au déplacement car pas de frottements

m  Force de Hooke (force de rappel du ressort): ﬁZ—k(Z —1,)u.=—k(x—1,)7.
2éme loi de Newton (principe fondamental de la dynamique):

" a=P+R+F

. - 2 .2 —. .
m  Par projection sur 'axe ox: " =—het kly qou| X+ W, X = wolo avec @y=Vk/m 14 pulsation propre des

oscillations.

m  La solution est de la forme: x(t):x,,(t)+ xp(t)ZAcos(u)Ot)+ BSin((DOt)+ Iy |

Exploitation de la premiere condition initiale :
D'aprés la solution x(0)=4+/, or x(0)=/,+ X, donc A=X,.

Exploitation de la deuxieme condition initiale :On calcule la dérivée de x(t) pour exprimer la vitesse de la masse pour
toutt: X(¢)=—Aw,sin(w,t)+ Bw,cos(wyz) |

D'aprés cette équation #(0)=Bw, or ¥(0)=0 gonc B=0_ g0s x(t)=X0c0s(u)0t)+ ly|

Applications numériques : wOZ\/k Im :\/12/0,2:7,75 rad.s”" donc x(t)=12 COS(7,75 t)+ 30cm |.

2. Représentation graphique sur 2 périodes: l{)=x(1) en cm

La période des oscillations est : 7' = %J—Jz =0,81s N

L'amplitude des oscillations est X (=12cm .

La valeur moyenne est < x(¢)> =30cm

3. La bille n'est soumise qu'a des forces conservatives. Son énergie mécanique

t(s)

2 1 2 [
E,=E+E= Zmv + £ k(I—1,)* est constante au cours du mouvement on ne T2 T 372 2T



tient pas compte de 1'énergie potentielle de pesanteur constante au cours du mouvement. Quand la perle passe par la

position d'équilibre toute son énergie mécanique est sous forme d'énergie cinétique donc E =FE m(tz O)ZE kX,

Application numérique :| E .= %X 12X 0,122 =86,4mJ |.

4. Refd'étude: ref terrestre, repére d'espace associé: R ( 0,i_, l_l;)
Systeme: perle de masse m, Coordonnées :cartésiennes (x,y)

Base de projection: (ux,uy) Vecteurs cinématiques: OM =xu_ V=xu =vu, a=iu,=au, (y=0)

Bilan des forces:

| Poids:ﬁngz—mgﬁ;
m  Réaction du support: R=Ru, orthogonale au déplacement car pas de frottements
m  Force de Hooke (force de rappel du ressort): F=—k (1-1,)u.=—k(x—1,)7.
m  Force F_':p =F E;

2éme loi de Newton (principe fondamental de la dynamique):
u mEi:P+R+F+F0p

m  Par projection sur I'axe ox: ,, i=—kx+kIl+F d'ou x+00 X=m l +£ avee o —Jk/m la
0 0 (U
m

pulsation propre des oscillations.

m La solution est de la forme: _ _ . F
x(t)—xh(t)+ xp(t) —Acos(u)ot)+ B sin (wot)+ I+ —
mw,
Exploitation de la premiére condition initiale :
F F
D'aprés la solution x(0)=A+ 1+ 5 or x(0)=1, donc A=—— .
Wy m (1)0

Exploitation de la deuxieme condition initiale :On calcule la dérivée de x(t) pour exprimer la vitesse de la masse pour
toutt - X(t)=—Aw,sin(w,t)+ B w,cos(w,?)

D'aprés cette équation X(O)ZB(DO or x(o):() donc B=() . d'ou x(t)= F (I—COS((DOI‘))+ 10 .or
2

mo,
d'ou F Rép A.
moo0 k x(t)= ;(1 cos(wot))+ [,
. F2 2 2 2

5. E,.=E + Ep:%m X+ %k(x—lo)ZZ%m k(;)o sinz(ooot)+ % k%(l—cos(oooz‘))2 or %:% d'ou

1 F o1 F? d'ot F’ Rép B
E,=—=-—(sin*(myt)+ (1—cos(wyt))’)==—(2—2cos(m,?)) E,=—(1—cos(w,?))| .

2 k 2 k k
6. A partir du moment ou I'on supprime la force , I'énergie mécanique se conserve. Lorsque le ressort est tiré au

2

maximum , I' énergie cinétique de la perle est nulle d'ou | F e FT (I—COS ( ®, 1;)) = % k an d'ou

m

2
X2 =2l2(1—cos(w01:)) d'ou Xm=%«/2(1—c0s(w0'c)) . Or €Os 2Xx = cos’x-sin’x = 1-2 sin’*x d'ou

F \/ 2 @T\  2F| . (®T\|
X =—y/4sin sin .Rép C.
o= Jasint(PT)=2F ki (207 | rep
sin(—wor)— RS
7. L'amplitude des oscillations est maximale quand 9 /7 7 soit pour la plus petite valeurdet: 2 ~ 2.

D'ou



m__ |02 ,
= %:nJ—:nJ—’zﬂAs .Rép A.

k 12
ol _ _FXF
8. La force F est une force constante donc W =(x (0)= x (t))=F X[x(t)—x(0)]= (1—cos(w,T)) or
2
Wy T=T d'ou WF;= 25 .Rép C.

9. Lors de frottement fluides les oscillations par rapport a la position d'équilibre sont régis par une quation du type :

Bt 2 it olx=0 o,
077 Cette fois-ci x= I-/,. La solution est du type : x(t)=A e *2 cos (m t+ ¢) . Le nombre
d'oscillations étant important, on peut confondre pulsation propre et pseudo-pulsation. Ainsi pour t=25 T,

W,
—3¢570_ 1

W,
=E soit EZSTo=ln20r o, T,=2x d'oul Q:ZS—u=113N110 .
n

e

4. Oscillateur oblique ©©
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6. Influence de I'amortissement ©©
1. Refd'étude: ref terrestre repére d'espace associé R (0,1_!: ,l_l:) (l'origine est prise a la position d'équilibre)

Systéme: la masse - Coordonnées :cartésiennes (x,y) - Base de projection: (if, )

Vecteurs cinématiques: OM =xu_ v=Xxu, a=Xu, (y=0)

Bilan des forces:

—_

m Poids: P=m g=—mgu

m  Réaction du support: R=R u, R orthogonale au déplacement car pas de frottements
m  Force de rappel du ressort: F=—k (I—1,)@,=—k(ly+x—1,)d,=—hx it,

m Force de frottement : f =—AV=—A% u,

Loi de la quantité de mouvement:

B G=P+R+F+f

m  Par projection sur les axes: mix=—kx—Ax (1) et -mg+R=0 (2)

m  ['équation (1) conduita (1'): | x+ ch+ ix:() .
m m

. e . I N L .
2. A I'équation (1') on associe 1'équation caractéristique : 7"+ —7+ —r=0 _ La solution dépend du signe de son
m m

2
discriminant : A =(L> —4 — . (par la suite, il est plus simple de raisonner directement sur les applications numériques)
m m
a) A=50; m=5kg ; k=8SI.
, . T 2 5 0 8 0 _ . . 2
L'équation caractéristique est : ¥+ ?V + ?—0 en simplifiant : "+ 10r+ 16=0.
A=(10-4%x16=36=6"> 0 . Le régime est apériodique.

Hﬂ:—S X, :<_1(2)—+6):—2 . La solution est du type :

Les racines de I'équation sont x, =

x(t)=de*+ Be ",
On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0)=3 =4+ B .Oncalcule x(¢)=—8Ae *'—2Be ' d'ou:
%(0)=0=—8A —2B . On tire des deux équations précédentes : 4 =4cm=0,04m et B=—1cm=-0,01m

Finalement : x(t):(),()4(3_8t—(),()le_Zt (x(?) exprimé en m).

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,5s

b) A=20;m=5kg; k=8SI.
. e 2, 20 80 _ — 2 2
L'équation caractéristique est : 7"+ ?7’+ ?—0 en simplifiant : >+ 47+ 16=0. A=(4)—4x16=—48<0.
Le régime est pseudo-périodique.
Les racines de I'équation sont x :%2—2—2 V3i=—2 —3,46i x,=—2+3,46i . La solution est du
type: x(t)=e*'[Acos(3,46¢)+ Bsin(3,46¢)].
On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0) =3 =4 .Oncalcule
x(t)=—2e ' [Acos(3,461)+ Bsin(3,46¢)]+ e *[~3,46 4 sin(3,46 1)+ 3,46 B cos(3,46¢)] d'ou:
X (0)20 =—2A+ 3,46 B . On tire des deux équations précédentes : 4 =3c¢m=0,03m et B=1,7¢m=0,017m

Finalement : | x (¢ )=¢7*'[0,03c05s(3,467)+0,017sin(3,46¢)] |(x(®) exprim¢ en m)

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,5s

c) A=0 ; m=5kg; k=8SI.



L'équation différentielle est celle d'un oscillateur harmonique : | ¥ + 1 6x =0

Sa pulsation propre est : ©,= \/R= 4rad.s” . Le régime est sinusoidal.

La solution est du type : x (¢)=[A4 cos(4t)+ Bsin(4t)].

On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0)=3 =4 .On calcule x (¢1)=—4 A sin(4t)+ 4 B cos(4t)
d'ou: x(0)=0=4B . On tire des deux équations précédentes : 4 =3c¢m=0,03m et B=0

Finalement : x(t )= 0,03co S(4 t) (x(t) exprimé en m)

Il n'y a pas de régime transitoire dans ce cas.
2

3. Le régime critique correspond au cas ou A :(L) —4 i=0 dov: n=2+Vkm =2 \/1 600=40 . L'équation
m m

y e . 2 40 80 — . . 2 . —
caractéristique est : 77 + ?I’+ ?—0 en simplifiant : »°+ 8 y+ 16=0 . Laracine double est: x,=—4 .La
solution est du type : x (¢)=(A4+ Bt)e *' .On détermine A et B grice aux conditions initiales : x(0)=3=4 .On
calcule x (1)=Be '—4(A+ Bt)e "' dou: x(0)=0=B—4A . On tire des deux équations précédentes :
A=3cm=0,03m et B=4A=12cm=-0,12m

Finalement : x(t ): 0,01(1 + 4 t)e_4t (x(t) exprimé en m).

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,25 s |. Ce régime correspond au retour le plus rapide a

la position d'équilibre.



