Mécanique-C4 PCSI
Correction ex 6-7-8-9

6. Association de 2 ressorts verticaux ©@©©

1) Forces exercées sur M dans le référentiel terrestre supposé galiléen :

- poids : ? = —mg@
- force de rappel du ressort (1) : ? —k1.(01 — Iq]).eiz = —ki.(x — lq]).eiz
- force de rappel du ressort (2) : T2 = —kg.(lg—lo).(—@) = —|—k2.((2£0—2:)—30).§ = —kg.(:r—lo).ejg
2.a) Le PFD s’écrit : mapr, = mq —I—ﬁ + TQ)
N hors équilibre m# = —mg — (k1 + k2).(x — lp) @
Soit, en projection selon ej; :
a ’équilibre : 0 = —mng — (k1 + k2).(zeq — lo) @
. mg
L lat d (| weg = g — ———
a relation (@) donne : | xeq 0 P
2.b) En effectuant () — (2, on obtient : mE = — (k1 + ka).(xz — eq)

Soit : ﬂ X—I—M.X:U > ‘X+w§X:0| avec w(]:“i'm
m m

1 1
3) &p=E&p, + Epu, + Ep., = mgT + §k1.(l1 o ZO)2 + 5192.(52 - ED)Q + Cre

Soit : | &p = mgx + %(kl + k2).(x — lp)? + Cte

4.a) Pour trouver la position d’équilibre on pose :

mg

S S L
Tea o k1 + ko

(dep {
(k1 + k2).(weq — lo) + mg

4.b) En dérivant une seconde fois, on établit que I’équilibre est stable puisque :
d2e
( p) =ki+ka>0

4.c) Pour établir I’équation du mouvement, on applique le théoréme de la puissance mécanique :

dé dé & P, =0 k k
m e+ P _ NG . '  E4 1+ 2.(m—lg)—|—g:[]
di dt m.z.Z + (k1 + ko).£.(x — lo) + mgzx m

On retrouve : ‘X +wiX = U‘

5) La solution est de la forme : X = X, cos(wot + ¢)
La dérivée est : X = —X.wo. sin(wot + ).
Les conditions initiales donnent :

X(0) = X,,cos(y) = T — Teq

X(O) = —Xmwosin(e) =0 - ‘ xz(t) = weq + (o — Teq). cos(wot) ‘




7. Influence de I'amortissement ©©
1. Refd'étude: ref terrestre repére d'espace associé R (0,1_!: ,l_l:) (l'origine est prise a la position d'équilibre)

Systéme: la masse - Coordonnées :cartésiennes (x,y) - Base de projection: (if, )

Vecteurs cinématiques: OM =xu_ v=Xxu, a=Xu, (y=0)

Bilan des forces:

—_

m Poids: P=m g=—mgu

m  Réaction du support: R=R u, R orthogonale au déplacement car pas de frottements
m  Force de rappel du ressort: F=—k (I—1,)@,=—k(ly+x—1,)#,=—hkxit,

m Force de frottement : f =—AV=—A% u,

Loi de la quantité de mouvement:

B G=P+R+F+f

m  Par projection sur les axes: mix=—kx—Ax (1) et -mg+R=0 (2)

m  ['équation (1) conduita (1'): | x+ ch+ ix:() .
m m

. e . I N L .
2. A I'équation (1') on associe 1'équation caractéristique : 7"+ —7+ —r=0 _ La solution dépend du signe de son
m m

2
discriminant : A =(L> —4 — . (par la suite, il est plus simple de raisonner directement sur les applications numériques)
m m
a) A=50; m=5kg ; k=8SI.
, . T 2 5 0 8 0 _ . . 2
L'équation caractéristique est : ¥+ ?V + ?—0 en simplifiant : "+ 10r+ 16=0.
A=(10-4%x16=36=6"> 0 . Le régime est apériodique.

Hﬂ:—S X, :<_1(2)—+6):—2 . La solution est du type :

Les racines de I'équation sont x, =

x(t)=de*+ Be?".
On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0)=3 =4+ B .Oncalcule x(¢)=—8Ae *'—2Be ' d'ou:
%(0)=0=—8A —2B . On tire des deux équations précédentes : 4 =4cm=0,04m et B=—1cm=-0,01m

Finalement : x(t):(),()4(3_8t—(),()le_Zt (x(?) exprimé en m).

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,5s

b) A=20;m=5kg; k=8SI.
. e 2, 20 80 _ — 2 2
L'équation caractéristique est : 7"+ ?7’+ ?—0 en simplifiant : >+ 47+ 16=0. A=(4)—4x16=—48<0.
Le régime est pseudo-périodique.
Les racines de I'équation sont x :%2—2—2 V3i=—2 —3,46i x,=—2+3,46i . La solution est du
type: x(t)=e*'[Acos(3,46¢)+ Bsin(3,46¢)].
On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0) =3 =4 .Oncalcule
x(t)=—2e ' [Acos(3,461)+ Bsin(3,46¢)]+ e *[~3,46 4 sin(3,46 1)+ 3,46 B cos(3,46¢)] d'ou:
X (0)20 =—2A+ 3,46 B . On tire des deux équations précédentes : 4 =3c¢m=0,03m et B=1,7¢m=0,017m

Finalement : | x (¢ )=¢7*'[0,03c05s(3,467)+0,017sin(3,46¢)] |(x(®) exprim¢ en m)

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,5s

c) A=0 ; m=5kg; k=8SI.



L'équation différentielle est celle d'un oscillateur harmonique : | ¥ + 1 6x =0

Sa pulsation propre est : ©,= \/R= 4rad.s” . Le régime est sinusoidal.

La solution est du type : x (¢)=[A4 cos(4t)+ Bsin(4t)].

On détermine A et B grace aux conditions initiales : x (0)=3 =4 .On calcule x (¢1)=—4 A sin(4t)+ 4 B cos(4t)
d'ou: x(0)=0=4B . On tire des deux équations précédentes : 4 =3c¢m=0,03m et B=0

Finalement : x(t )= 0,03co S(4 t) (x(t) exprimé en m)

Il n'y a pas de régime transitoire dans ce cas.
2

3. Le régime critique correspond au cas ou A :(L) —4 i=0 dov: n=2+Vkm =2 \/1 600=40 . L'équation
m m

y e . 2 40 80 — . . 2 . —
caractéristique est : 77 + ?I’+ ?—0 en simplifiant : »°+ 8 y+ 16=0 . Laracine double est: x,=—4 .La
solution est du type : x (¢)=(A4+ Bt)e *' .On détermine A et B grice aux conditions initiales : x(0)=3=4 .On
calcule x (1)=Be '—4(A+ Bt)e "' dou: x(0)=0=B—4A . On tire des deux équations précédentes :
A=3cm=0,03m et B=4A=12cm=-0,12m

Finalement : x(t ): 0,01(1 + 4 t)e_4t (x(t) exprimé en m).

La durée caractéristique du régime transitoire est : | T=—=0,25 s |. Ce régime correspond au retour le plus rapide a

la position d'équilibre.



8. Mesure du coefficient de viscosité de la glycérine ©©
1. Ref d'étude: ref terrestre repére d'espace associé R (O, i)

—_

Systéme: la masse. Coordonnées :cartésiennes (z). Base de projection: (u

z

Bilan des forces:

m Poids: P=m (_g::mgd;:p%ﬂfgiz

m  Force de rappel du ressort: ;:Z—k(z —IO)LT

eq z

—_—

: 4 -
m  Lapoussée d'Archiméde : I1,=—p, gﬂ'[l”} gu,

m La force de frottement est nulle a 1'équilibre.

Loi de la quantité de mouvement a l'équilibre: 1_6+ F+ ﬁ; =0
4 4 53
Par projection sur l'axe O z: P37 gk (Zeq_l())_p0§n "8=0 iy,

2. On ¢étudie maintenant la masse hors équilibre.

- —

Vecteurs cinématiques : V=Z U ., a =z u,

Bilan des forces:

m Poids: P=m :g':mgd'z:p%nfgd’z
m  Force de rappel du ressort: Fz—k(z—lo)ﬁ:

. — 4 -
m  Lapoussée d'Archiméde : I1,=—p, gnr3 gu,

—

m  La force de frottement :  f=—6nanrv=—6nnrziu,

Loi de la quantité de mouvement a l'équilibre: P+ F + I1 + f=m Z i

g

4
zeq=l(]+ —JTI"3— (p_p(])

3 k

4 4
Par projection sur l'axe O z: pgnfg—k(Z—lo)—pognr3g—6m1r2=m2 dou :

3

mi+6mmri+ kz=p%nr3g+ klo—pogatr g\l

3. On pose ZZZ_Zeq

4 . .
3.1. dinsi : z=Z+ [+ STE r3§(p— po) ; z=Z7 et 2=7 . On remplace dans I'équation (1) :

k

mZ+6nnrZ+k(Z+1+ %nr3%(p—po)):pgﬂr3g+ klo—p(%nﬁg .

Aprés  simplification : m Z+ 6 anr Z+ kZ=0. Cette équation écrite sous sa forme canonique est :

- ommr ;. k
7+ 220 7 L z=0|
m m
k W, 6m;MIr ®
Par identification : W= k et 0 drnr d'ou Q: m 0 __— \/k m
m [ m 6xnr 6mMr
» 6mmr k
3.2. Pour résoudre 1'équation précédente, on lui associe I'équation caractéristique ;| ¥ + T”"‘ m =0
5 —
o , o e 4k : km
est pseudo périodique si son discriminant est négatif soit : (6 mr ) ——< (0 soit : J
m m 3nr

La pseudo-pulsation est : | =, J 1— 1 A
4Q

3.3.

. Le régime



91t s’ T= T = T Tz(l_ngnzrz)_
7T r =
a) On déduitw=w0¢1—#d'oﬁ 1_9n2n2r2 9T’ r® soit 4m’
mwﬁ 4m’
970’ T 9T 0’ T} _2m |1 _ 1
1_0—7]2:_2 d'ou 0n2r —1——2 dou M 3r\ 7
4m 4m T 0

8 1 1
_a s =St L oL o
Orm=p_7r dou: 9 T T? . La détermination de T et T, permet d'accéder a 1.
3 0
b) 37 o=L.1poy T ;=0,367s || T =0,4s
1 1

D'ou

n=§7800n(5.10"3)ZJ

- ——-=0,655 SI
0,367° 0,4




9. Vibrations d’un moteur ©©
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