Méca-C8 TD correction PCSI
1. Détermination de la masse d'un astre

Au cours de la mission APOLLO XVII en 1972, le module de commande en orbite circulaire autour de la lune a
une distance R = 2040 km du centre de celle-ci, avait une période de T = 8240 s dans le référentiel
Sélénocentrique. Calculer la masse m; de la Lune.

Données : G = 6,67.10"" SI
Rep: m,~7,40.10" kg

Solution :

T’ _ 47’ 47’ R’ 47°(2040.10°)° 2

- = "N M, = . m,= N7,40 .10 k
R Gm, d'ou M, GT AN my G 8240 g

2. lancement raté

On désire effectuer le lancement d'un satellite de masse m;
de facon a avoir une orbite circulaire.

On suppose que le lancement du satellite est manqué et qu'au
point d'injection sur orbite M, le vecteur vitesse a bien méme
module V, que pour l'orbite circulaire de rayon r, mais fait
un angle 0 <a <m/2 avec la direction prévue. On notera ro
la distance OM,.

Le dispositif est représenté ci-contre.

GM, .
1) Montrer que V= ou G est la constante de
"o

gravitation universelle, et M la masse de la terre.

2) Exprimer 1'énergie mécanique E., du satellite en fonction de m, ,G, Mr et r,. La trajectoire du satellite est
nécessairement elliptique, pourquoi ? En déduire le demi grand axe a de I'ellipse.

3) Montrer grace aux conditions initiales que la constante des aires caractérisant le mouvement du satellite est :
C=rovocosa .

e : 1 C' GMm, .
4) Montrer qu'au périgée et a I'apogée EmZEmS—2—+ r étant la distance au centre O du périgée ou de
r
l'apogée.
5) Déduire de la question précédente les distances rp et ra au centre O de la terre du périgée et de I'apogée de la
trajectoire en fonction de 1y et a.
6) Déduire de la question précédentes les vitesses Va et Vp a I'apogée et au périgée.

Rep: :5) rp=r,(1=sina), r,=r,(1+sina)

Solution
. . -GM;m, 1 GM . m, GM
1) Sur une orbite circulaire Em=——"—=—m Vi———L— dou V,= L
21‘0 2 r, r,
, . , . . N . . . . _ G MT m s
2)L'énergie mécanique du satellite est la méme que sur la trajectoire circulaire de rayon 1y : Em=T
0
donc Em < 0 et donc la trajectoire est elliptique en raison des conditions initiales. Dans le cas d'un mouvement
.. -G MT m . . .
elliptique Em= 2— donc par identification: | @a=r
a

3) On a un mouvement a force centrale, le moment cinétique se conserve au cours du mouvement:

L,=OM ,AmV,=mr,V,cosai,=mr*0i,=mCi, paridentification: | C=r,V,coso.




4) Au périgée et a l'apogée la vitesse est suivant i, . L'expression générale de la vitesse en coordonnées polaires
2

- . — N —> y oy \ r - N — C — 4 .
est: v=iu +r0uy donc au  perigée et a l'apogée V=rQu,=—1u,on en déduit
r

2 GM, m
Em=E + EP:%mS%—+

-GM m;, 1 Cc* GM,m

5)ra et rp vérifient I'équation : o Ems_z_Ts or C’=(r,V,cosa)=r,GMcos’a dou
0 r
—GM;m, 1 r,GM,cos’a GM,m =1 r cos” o.—2r .
e ——— = d'ot —=————"—dou|r’=2r r+r.cos’a=0|
2r, 2 r r "o e 0 0

A=4r}(1—cos’a)=4r2sin’c on en déduit : [ rp=ro(1—sina) Jet| r ,=r,(1+sina)

6) C=r,V, =r,V,cosa d'ou v _VOVOCOSOL d'ou _ VOCOS(X de méme _ VOCOS(I
A~ A P

r, ~ 14sina 1-sina

3. Trajectoire d’une comete

Pour cet exercice, on rappelle que la terre décrit autour du soleil une orbite quasi-circulaire de rayon
R =150millions de km en To= 365,25 jours.

1. Déterminer la vitesse Vode la terre.

2. Une comete dont la trajectoire est coplanaire a I’orbite de la terre a une masse m.. Son périhélie (point de sa
trajectoire le plus proche du soleil) se trouve a la distance Ry/2du soleil et la vitesse de la cométe en ce point est
2V,

a) Grace aux caractéristiques cinématiques de la comete au périhélie, montrer que son €nergie mécanique est
nulle, en déduire la nature de sa trajectoire .

b) Exprimer la vitesse v de la comete en fonction de sa distance r au centre du soleil.
Rep: b) v=V,(2Ry/r)"”?

Solution :
Ly 2w R,
. 0 — TO
2a. On calcule I'énergie mécanique de la comeéte grace a ses
caractéristiques au périhélie:
Em(Cométe)=Lm (2v, y— ZMMe
m(Comete)=—m - ,
2 0 R, or V,estlavitesse de la
2
terre sur son orbite circulaire on la calcule en exprimant 1'énergie de la terre sur son orbite:
~GM m; | » GM m; \ 2 GMs .
Em(Terre)=——=—=—=m; V,—————d'ou V= en remplagant l'expression de V? dans
2R, 2 R, R

0

I'expression de Em(cométe) on trouve ;| Em(Comeéte)=0 | On en déduit que la trajectoire de la
comete est parabolique.

GM m, . 2R
—720 or V?)ROZGMS on en déduit que : v=V, 0
r

2b. Em(Cométe)= % m (v)’




4. Mise en orbite géostationnaire
Un satellite terrestre décrit une trajectoire elliptique dans le plan équatorial. On repére sa position grace au point
M de coordonnées polaires (r, 0). La trajectoire est représentée ci-contre.
Le point O est le centre de la terre. En utilisant les coordonnées polaires

>
définies sur le schéma, la trajectoire a pour équation : r=—2L — avec Y
1+ecos® ool L
e = 0,72 I’excentricité et p = 11800 km le parametre de 1'ellipse. r oy
1) Positionner 'apogée et le périgée sur le schéma. : T
2) En utilisant I'équation de la trajectoire, exprimer les rayons ra et rp de '\\ 0
I’apogée et du périgée de la trajectoire du satellite en fonction de p et e.
Faire les applications numériques et calculer les altitudes @~ ~~°--°7°

correspondantes.

. \ . 2GM;rp s .
3) Montrer que la vitesse a I'apogée V4 peut se mettre sous la forme : V= m . En déduire I'expression
A\ A4 P
Vr de la vitesse au périgée en fonction des mémes parametres. Faire les applications numériques. Quelle
caractéristique principale a chacune de ces deux vitesses ?
3- Quelle variation de vitesse faut-il communiquer a 1’apogée pour rendre le satellite géostationnaire ?
Données: la masse de la Terre : M = 6,0.10% kg , la constante de gravitation G = 6,67.10-"' SI, le rayon de la

Terre R = 6400 km.

Solution :
1) ci-contre. A,"’
2)enPO=0ctenA 0=mn.Onendéduit:|, —_P l|etf, =P
P 1+e 4 1—e
Applications numériques :
rp= 11800 = 6860 km | €t = 11800 —42142 km [t les altitudes correspondantes :
1+0,72 1-0,72

hp=rp— R=6860—6400=460 km || h ,=r ,— R=42142—6400 =35742~35700 km

. \ , . . . —GMm; 1 2 GMm
3) On calcule la vitesse a I'apogée en expriment 1'énergie mécanique : Em= (—‘_

A A

. 2GM,r, 2GM,r,
=\ 2G M ,( +—)dou | V =f| —— |et| V=4l —/——5
Patrp 74 rA(rA+rP) rP(rA+rP)

-1 1

—2GM, 2GM
L,/1::\/ T_+ T

FA+VP r,

—11 24
AN : VAz\/2X6’67'10 %6,0.10 X68360 d'ou| V' ,=1631 m.s”'~1,6 km.s™" | Clest la vitesse minimale.
(42142+6860)%x42142.10

2X6,67.107"'%6,0.10*x42142 ., .
et V,= 3 d'ou
(42142+6860)%x6860.10

V,=10017 m.s '~10 km.s~ ' |. Clest la vitesse maximale.

T’ _ 4x’

4) D'apres la 3eme loi de Képler, sur 'orbite géostationnaire circulaire de rayon Ry : F_G7M (1) de plus la
0 T

. . Vo VT . .
vitesse V, sur cette orbite est constante donc RO:W": 0n en remplacant dans l'expression (1) on obtient :

IZnGMTF

0

~11 byl ;
2XOOTI0 XODA0 1 dou| ¥, =3051m.s™" | v=d/T=(2 pi R) /T

AN V=

T

Le supplément de vitesse est : | AV =V —F ,=3051—1631=1420 m.s '~1,4km.s”"
3




5. Distance de plus courte approche

Un météore, point matériel M de masse m négligeable devant la masse M, de la Terre,
de centre O , arrive de I'infini avec la vitesse v, par rapport a la Terre. M décrit une
branche d’hyperbole de foyer O . Son parametre d’impact est OH = b (voir la figure) .

\..’

Calculer sa distance r_. de plus courte approche de la Terre, en fonctionde v, b, M,

, G constante de gravitation et R rayon de la Terre.
Rep : 1win=-GM_vi? + [ (GM vy)? + b? ]'?

Solution

 Le météore est soumis a une force centrale, son moment cinétique se conserve au

— —
cours du mouvement: | L =1L

s |

min

-

L,=OM ,Amvy=(0H+ HM ,)A mvy=OH AmVy+ HM ,AmVy=bil, AmVyil,+ 0=mb vy, ( HM ,Amv,=0

car les deux vecteurs sont collinéaires)

Ly=0S AmV.=r,,mvi,dow: |bv,=r,. v,

min

- Une force centrale est une force conservative donc I'énergie mécanique du météore se sonserve:

GM, m

(1).

1
=—mv

2

1 GM,m 1, GMm ]
Emwzamvé—#zimvg et E"”_Emvs_W d'ou: Emvs—
26 M v bv, | 2GM
vf,—vf):ir or vs=—0 d'apres (1) d'ou (—0 —yi==—T
2GM 2GM, |
obtient un polynome du 2™ degré : 7ot ——5— F—b"=0 . A=|—FF
Vo Vo
2
—-2G M, 2G M, 5
— > | +4b 2
v(] v(] _GMT GMT
¥ in '2 - 2 2 + b

+4b% 1, > 0 dou:

2 4 .
, d'ou

T r . A ’ .
. En réduisant au méme dénominateur, on



6. Energie de mise sur orbite d’un satellite terrestre

Un satellite terrestre de masse m est lancé d’une base M située a la latitude A . Quelle énergie AE faut-il lui fournir pour le
placer sur une orbite circulaire de rayon r ? On exprimera AE en fonction de m, A, g, intensité du champ de pesanteur au
sol, R, rayon terrestre et o, vitesse de rotation de la Terre dans le référentiel géocentrique . Commentez I’expression
obtenue.

Rep : AE=m gORT(l—%)—%wszicoszk A
w
Solution
0 M,

A la surface de la terre le satellite a un mouvement circulaire uniforme a la vitesse
angulaire o, et de rayon R,. Sa vitesse est Vs = o, Ri..= o, Rr.cos L. On en déduit son A

C 1 1 R,
énergie cinétique: EC:E mv; =5 m w7 R%.cos’ A

. . , . . -GM rm
Il subit l'attraction terrestre son énergie potentielle est: £ ,= R—:_m go Ry

T

: : : 1 2 p2 2
On en déduit son énergie mécanique: El:E mw,R,cos"A\—mg,R,

Sur l'orbite de rayon r le satellite se déplace sous l'action de l'interaction gravitationnelle, son énergie est:

E =—GMTm=_mg R;|
2 2r "2

2
L'énergie a communiquer est: AE:EZ—EI:—m goz_T_Emsz R; cosz)\+m gORT d'ou :
r

R
AE=m gORT(l—Z—;)—%w;RZTcoszh

L'énergie la plus faible a fournir correspond a A = 0 cad au niveau de l'équateur d'ou la base de lancement a
Kourou en Guyane.



