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L. Systemes Linéaires Confirnuwy et Irwouwrionty

Pour des raisons de simplicité, nous nous intéresserons cette année uniquement aux Systémes
Linéaires Continus et Invariants

Définition 1 — Systéme monovariable : C’est un systeme ne possédant
qu’une seule entrée et une seule sortie

Définition 2 — Systéme linéaire : Un systeme est dit linéaire s’il satisfait aux
principes de proportionnalité et de superposition.

Soit s(t) la réponse a I'entrée e(t) et k, un réel quelconque, le principe de proportionnalité est vérifié
si la réponse a entrée k-e(t) est k*s(t), comme I'illustre la Figure 1.

k.e(t)—| Systéme | — k.s(t)

Figure 1: Principe de proportionnalité

Soit si(t) et sx(t), les réponses aux entrées ei(t) et ex(t), le principe de superposition est vérifié si la
réponse a l'entrée el(t) + e2(t) est s1(t) + s2(t), comme I'illustre la Figure 2.

elt)= Zﬁ’eff}—f Systéme |— s(t)= fo'[f]

Figure 2 : Principe de proportionnalité

La sortie d’un systeme soumis a N entrées (ou a une somme d’entrées et de perturbations) peut
étre calculée en additionnant les réponses du systeme aux N entrées appliquées séparément, grace
a ’hypothése de linéarité.

La plupart des systéemes physiques ne sont pas linéaires sur la totalité de leur domaine d’application.
Cependant, lorsque le systeme est utilisé dans une zone réduite du domaine d’application, il est
possible de linéariser la réponse du systeme dans cette zone (Figure 3). Il s’agit souvent en pratique
d’une approximation par la tangente au point de fonctionnement, appelée approximation linéaire
tangente, Figure 3. On parle alors de linéarisation de systeme non linéaire.

5 point de foncionnement

rone d' approdmation linéaire

e

Figure 3 : Linéarisation d'un systeme non linéaire

Définition 3 — Systéme continu : Un systeme est continu si les fonctions
d’entrée et de sortie sont définies pour tout instant t. Les signaux sont dits
analogiques.

Dans les systemes de commande modernes, I'information est traitée informatiquement, ce qui
nécessite un échantillonnage des signaux. Ceux sont donc des systemes et des sighaux discrets,
Figure 4. Tres souvent, la période d’échantillonnage est tres inférieure au temps de réponse du
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systeme (5 us pour I’échantillonnage contre quelques millisecondes pour le processus), si bien qu’il
est alors possible d’assimiler le comportement a celui d’un systeme continu.

Signal continu Signal dchantillonng

A xit) X(t)

A

Figure 4 : Un signal continu et un signal échantillonné

Les systemes automatisés réels ne sont ni continus, ni invariants, ni linéaires. On se ramene au cas
des SLCI en faisant des hypotheses simplificatrices. La comparaison du modele avec la réalité
permettra de valider ou non les hypotheses proposées.

II.Les modélisations

Dans le cadre des systemes de commande, un modele est une représentation mathématique du
comportement du systéme obtenu a partir de lois physiques et permettant de prévoir
I’évolution des grandeurs au cours du temps pour une entrée donnée.

Pour modéliser un SLCI, il est nécessaire de déterminer une équation reliant ’entrée e(t) (ou
les entrées) et la sortie s(t). Sous les hypothéses de continuité, de linéarité et d’invariance dans le
temps, la relation de comportement d’un systeme peut se mettre sous la forme d’une équation
différentielle linéaire a coefficients constants. Sous sa forme générale, cette équation peut se
mettre sous la forme :

d"s

den

m

de d™e
(t)=b0'e(t)+b1'a(t)+"'+bm' ()

ds
ao-s(t)+a1-E(t)+---+an e

On appelle nTordre du systeme.

Définition 4 — Causalité : Il faut que m < n pour que le systeme soit
physiquement réalisable.

Exemple 1: On s’intéresse a un circuit RL (résistance + bobine).
La tension e(t) est 'entrée, la sortie est la tension aux bornes de la résistance
s(t). Déterminer I’équation différentiel régissant le comportement de ce
systeme et donner son ordre.

e(t) R s(t)

Les équations électriques nous donnent :
di
e(t) =L~ () + R i(t)
s()=R-i(d)
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On obtient alors une équation différentielle reliant 'entrée a la sortie :

L _ds _
R E(t) + s(t) = e(t)

Il s’agit d’une équation du premier ordre. On note T=L/R la constante de
temps.

Entrainement 1 : On s’intéresse au mouvement d’une roue par rapport au
chassis par I'intermédiaire d’un amortisseur et ressort. Ce systéme peut étre
modélisé par une masse reliée en série a un ressort et un amortisseur monté
en parallele.

—t— Y(t)

M - ]({)

L'écriture sous forme d'équations différentielles des SLCI n'est pas trés bien adaptée aux études qui
nous intéressent. L'outil privilégié pour traiter un SLLCI de maniére efficace est la transformation
de Laplace qui permet d'obtenir simplement une relation algébrique entre la sortie et I'entrée du
systeme.

III.La travuformée de Laplace

La transformée de Laplace est une application mathématique permettant d'exprimer une
fonction temporelle dans un domaine virtuel, le domaine de Laplace, ou la manipulation des
expressions sera bien plus simple.

A.Définitionw

Définition 5 — Transformée de Laplace : Soit f: t - f(t), une fonction
temporelle représentant généralement un signal ou une grandeur physique

évoluant au cours du temps. On note F (p) la transformée de Laplace de £(t),
ou p est la variable de Laplace (notée s dans les pays anglophone). On a alors :

Hm=Lfmw*“m

Cette définition n’est pas a connaitre, seul l'utilisation pratique des transformées de Laplace est exigible en CPGE.

Ces fonctions f représentent des grandeurs physiques : intensité, température, effort, vitesse... Dans
les cas rencontrés en ingénierie, les conditions d'existence de la transformée sont toujours réunies.

Définition 5 — Convention de notation :
La transformée de Laplace est notée F(p) = £(f(t)).
La transformée inverse est notée f(t) = £ (F(p)).

Par habitude, et quand cela est possible, une lettre minuscule sera utilisée pour noter le signal dans
le domaine temporel, et la lettre majuscule pour noter la transformée de Laplace de ce signal.
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Cependant, si dans un énoncé, la grandeur temporelle est déja en majuscule, on confondra les deux
écritures, il faudra toutefois bien veiller a préciser la variable associée au domaine d'étude (C(t) pour
le domaine temporel et C(p) pour le domaine de Laplace).

|Excmplc 2 : La transformée de Laplace d’un échelon d’amplitude e :

Application de la définition de la transformée de Laplace pour déterminer la
transformée de e(t) = eo.u(t).

E(p) = fooeo ~u(t)-ePt-dt
0

[oe]

E(p) = eof e Pt.dt
0

® =]
ool
O_to

_%
E(p) = >

Définition 5 — Condition de Heaviside : Une fonction du temps e(t) vérifie
les conditions de Heaviside si elle vérifie :
f(07)=0,f(0")=0,f(0")=0,..

C’est-a-dire si les conditions initiales sont nulles et le systeme est au repos

pour t <0
Consigne | Impulsion | Echelon Rampe Sinus Cosinus Sinus amortie Retard
e(t) 8(2) Eyu(t) atu(t) sin(wt) u(t) cos(wt) u(t) | e sin(wt)u(t) | f(t—THu(t)
E, a W p w r
— - - -Tp
E(p) ! P p? P? + w? P? + w? P+ a)? + w? e PF(p)

Tableau 1 : fonction usuelle et leur transformée de Laplace

B.Propriété de la travuformée de Laplace

IPropriété 1 — Linéarité de la TL :

Llaf(t) + b-gt)] =a £[f@)] + b £[g®)]

Propriété 2 — Dérivation de la TL :
L[] = Fp)
L[f°@0)] = pF(p) - £07)
L) = p*F(p) - p£(07) - £(07)
Dans les conditions de Heaviside, dériver dans le domaine temporel revient
a multiplier par p dans le domaine de Laplace.

Propriété 3 — Intégration de la TL :
t
9@ = [ rax
0

£ [g0) =2
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g = f(t-7)
Lg®)] = L[f(t- 9] = ™ LKD)

On a alots :

Propriété 5 — Théoréme de la valeur initiale :
ltirgl s(t) = lim p-S(p)
— p—ooo

Propriété 4 — Théoréme du retard :
Soit g la fonction retardée d’une fonction f d’un temps 1 tel que :

lim s(t) = limp-S(p)
t—oo p—>0

IPropriété 6 — Théoréme de la valeur finale :

Déterminer la relation obtenue aprés application de la transformée de
Laplace.

Exemple 3 : On s’intéresse a un circuit RL (résistance + bobine).
L
g P S®+5m) =E®P)

Entrainement 2 : Déterminer la transformée de Laplace de I’équation
différentielle :
5 3 2

d°s
dt5 (t) +4—(t) + 3 I (t) dtZ

-3 (t) + 3—(t) + 2e(t)

C.Notionw de fonction de Trovusfert

Soit le modéle, associé au systeme de la Figure 5, traduisant la relation entre entrée ¢(7) et la sortie
s5(?) d’'un SLCI sous la forme d’une équation différentielle :

e(t)—| Systéme |— s(t)

Figure 5 : Schématisation d'un systéme

n m

ds d"s de e
ao-s(t)+a1-E(t)+---+an-ﬁ(t)=b0-e(t)+b1 —(t)+ ‘+ by ——(t)

m " gem

En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de cette équation et en considérant
les conditions initiales nulles, on a :

ap S(p)ta; p-SEP)+-+a, p"-S®) =by-E(@)+by-p-EM®)+-+by p™ E(p)

Soit :
l[ap+a,-p+--+an p"]-S(p) =[bo+by-p+-+by p™] E(p)
D’ol
S®) _[bo+by-p+-tby p"
E(p) lag+ai-p+-+ay p"]
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Définition 6 — Fonction de transfert : On appelle fonction de transfert la
fraction :

S(p)

rp)—H(P)

La fonction de transfert est une fraction de deux polynémes de variable p. Elle caractérise
un SLCI de fagon indépendante de 'entrée qui lui est appliquée. Elle ne dépend que de la variable
symbolique p et des parameétres du systeme. La fonction de transfert d’un systeme est le modele de
ce systeme dans le domaine de Laplace. Si H(p) est une fonction de transfert, alors : S(p) =
H(p)*E(p). Ce qu’on peut exprimer sous la forme d’un schéma-blocs, Figure 6.

E(p)—|H(p) |— S(p)

Figure 6 : Schématisation sous forme de schéma-blocs

Propriété 7 : La fonction de transfert est indépendante de 'entrée qui lui est
appliquée. Elle ne dépend que de la variable symbolique p et des parameétres
du modele.

Définition 7 — Forme canonique : Une fonction de transfert sous forme

canonique est de la forme :
S(p) K 1+c¢ipt+-+c,-p" N(p)

Ep) TP = T a, protd, pm D)

Avec :
e K le gain statique du modele,

e «:laclasse du systeme
e n:lordre du systeme

Définition 8 : On appelle alors poles les racines du dénominateur et zéros
les racines du numérateur. Ils peuvent étre réels ou complexes.

Exemple 4 : On s’intéresse a un circuit RL (résistance + bobine).
Déterminer la fonction de transfert.

Hp) = —1—
1+5p

il

Entrainement 3 : Déterminer la forme canonique de la fonction de transfert :

24+3:-p+5-p?

H =
(p) 3.p2+4.p3+7.p5
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IV.Validation des performances d uw systéme
A.Stabilite

On rappelle qu’un systeme est considéré comme stable si, pour une entrée en échelon, la grandeur
de sortie converge vers une valeur constante, dite valeur finale. Cette performance doit étre prédite
en premier. Comme les autres performances, la stabilité est intrinseque au mode¢le et est totalement
indépendante du type d’entrée auquel il est soumis.

1. Condilion nécessaire de stabidite

Propriété 8 — Condition fondamentale de stabilité : Un SLCI est stable si
et seulement si ses poles sont a partie réelle strictement négative.

Un pdle nul implique un modele instable. Or un pdle nul implique aussi une classe > 1. Ainsi, un
modc¢le stable a nécessairement sa classe nulle.

2 Critérede Rowth simplifie

Définition 9 — Polynéme caractéristique : Lorsque la fonction de
transfert est écrite sous la forme suivante, D(p) est appelé polynome
caractéristique.

S@) _[bo+bi-pt - tbn p™] NP
Ep) lap+a,'p+--+a, p"l D)

Propriété 9 — Critére de Routh simplifié : Pour qu’un modéle soit stable, il
est nécessaire que tous les coefficients a; du polynome caractéristique D(p)
solent tous strictement de méme signe.

Propriété 10 : Pour les polynémes caractéristiques de degré 1 et de degré 2,
cette condition est suffisante pour assurer la stabilité

Propriété 11 : Pour les polynomes caractéristiques de degré 3, la condition
a1-ax > ag'as est également nécessaire pour assurer la stabilité.

Entrainement 4 : Déterminer sans calcul la stabilité des 3 modéles suivant :

1
H(p) =
@) 2+5-p+2-p?+pt

1+3:p
44+3-p—2-p2+6-p3+8-p*

H(p) =

1+2-p?
84+10-p+4-p2+2-p3

H(p) =
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B.Precisionw

On rappelle que :
e lanotion d’erreur n’a de sens que si 'on compare des grandeurs de consigne et de sortie
qui sont de méme nature
e la précision est caractérisée par erreur en régime permanent, appelée aussi erreur statique

Pour calculer la limite a convergence d’une sortie (%) d’un systeme stable a partir de I'expression de
la sortie dans le domaine de Laplace S(p), on utilise le théoreme de la valeur finale. I’entrée choisie
est généralement une entrée en échelon. Pour déterminer la précision, il faut calculer S(p) = H(p)-E
(») =H() e/ p , puis appliquer le théoreme de la valeur finale. Si la sortie converge vers la méme
valeur ¢) que celle imposée en entrée, alors le systéeme est précis pour une entrée en échelon. Dans
le cas contraire, il n’est pas précis et il faut chiffrer erreur statique :

e, = tli_)rg[e(t) —-s(®)] = })i_l:f(l) p[E(@) —S()]

Entrainement 5 : Déterminer Ierreur en régime permanent du systeme
modélisé par H(p) et soumis a une entrée en échelon d’amplitude EO :

k
H(p) =
2 l1+a-p+b-p?+c-p3
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