Correction du DM6

Question 1 : Résoudre dans C 'équation iz? 4 2iz — 1 = 0.

Cette équation du second degré n’a pas de racine évidente, on calcule son discriminant : A = —4 + 4i.
L’équation a donc deux solutions distinctes et on a besoin d’une racine carrée de A pour les donner.
Plutdt que de procéder avec la forme algébrique, on observe que I'argument de A est évident : c’est %Tﬂ'

Il suit que A = Zl\/ﬁei%r et que 6 = 2/ \/ﬁei%r est une racine carrée de A.
—2i4+46 —2i—¢
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Finalement, | I’équation a deux solutions :

Question 2 : Résoudre 'équation différentielle 2y’ — 2y = —2? In(z) sur R**.

Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre. On applique la méthode du
cours, en commengant par écrire :

2
Ve e R™ 2y — 2y = —a’Inz <=y — Zy = —zlnz : (E).
T
— Résolution de I’équation homogéne (E,) : ¢ — %y = 0 : on pose, pour = > 0, a(z) = —% et

alors A(x) = —2In(z) = — In(2?) est une primitive de a(x) sur R**.
11 suit que la solution de (Ej) est {z — Az®/A € R}.

— Recherche de solution particuliére avec variation de la constante :
soit, pour z > 0, f(z) = A(z)z? avec A(z) une fonction définie et dérivable sur R**.

f est solution de (E) si, et seulement si :

1
zf'(x) = 2f(x) = —2? Inz <= z(N(z)2? + 2z\(2)) — 22%\(2) = —2?Inw <= N (z) = 1T
x
On reconnait une forme « u'u » et il suit que A(z) = —1(Inz)? convient.
Finalement, f(z) = —zz(lzﬂ est solution particuliére de (E).
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— Solution générale de (F) : | 'ensemble des solutions de (E) est {ac — 22 ()\ _ n;c) ) /A E ]R} .

Question 3 : Résoudre 'équation différentielle y”’ + ¢ — 2y = 3t + 1 avec les conditions { Zy/(?g):_12 .

Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (on la

note (F)), avec des conditions initiales. On applique la méthode du cours :

— Reésolution de I’équation homogéne (Ep) : y” + 3y — 2y = 0 : Péquation caractéristique est
r>+r—2=0<+= (r—1)(r +2) = 0. Elle admet deux solutions réelles : 1 et —2, on en déduit que
les solutions de (E},) sont les fonctions de la forme t — Ae! + pe=2t avec (\, u) € R2.

— Recherche de solution particuliére : on cherche une solution particuliére affine, de la forme
f(t) = at + b avec (a,b) € R? & déterminer. f est solution de (E) si, et seulement si :

4+ —2f = 3t+1 <= a—2(at+b) = 3t+1 <= —2at+a—2b = 3t+1 < { ;2_“;2 | = { ‘bl: :4§
Finalement, f(t) = —3t — 2 est solution particuliere de (E).

— Solution générale de (E) : les solutions de (E) sont les fonctions de la forme ¢ — Ae! + pe=2! — 3¢ —
avec (A, ) € R2

— Trouver la solution qui vérifie les conditions initiales : soit f(t) = \ef + pe™2! — %t - % avec
(A, ) € R? & déterminer. f vérifie { z’((oo))::g si, et seulement si, { ;/((00))2212 ().



5 _
Or, f(0) = At pu— 3§ et f/(o):)\—2ﬂ—§onadonc:(*)(z){ N _1

En soustrayant la 2¢ équation dans la premiére, on a :

3+ g=—-1 n= 1 H= i
(*)<:>{)\_2u_§:2 = _ 8 49 =190 s

Finalement, | I'unique solution de (E) qui vérifie les conditions est f(t) = Se’

Question 4 : Calculer les trois intégrales suivantes :

1.2 = 1

zc—1 2
L =] =——d ; I, = in®(x) d : I3 = t+3)e! 2t dt
1 /0x2+1 T : 9 /_ sin®(z) dz 3 /0(+ Je

1.2 1,2 1
-1 1-2 1
Ili/zidxz/de /1727dgc:[meArctan:v](l):17z
o T +1 0 l‘2+1 0 $2+1 2

‘12 est I'intégrale d’une fonction impaire sur un segment symétrique par rapport a 0, I5 est donc nulle.

Si on ne I’a pas vu, pour calculer I, on commence par linéariser sin®. On a, pour tout réel z :

3
iz _ ,—ix 1 . . . . 1 1 3
sin® x = (e;) -5 (e — e 13" — 3el” 4 3e7) = % (2isin 3z — 6isinz) = ~1 sin 3x+1 sinx

Il suit que Iy = /

R 3 1 3 %
sin?’xdz:/ 4sin3x+4sinxdx[mcos3x4cosx}

us jus
2 2

. u'(t) =el™2t u(t) = —3er =% o
On calcule I3 par parties en posant { o) =t+3 et V(E) =1 . I vient :
1 1 1 1
1 1 1 1 9 7
Io— t43)el =2t df — | — 2 (¢ + 3)el—2t _/ el 2t g — 2 (a3 el 2| | = e 1yt
3 /0(+)e 2(+ Je s 5¢ 5 (t+ +2)e ; 1€ tge

3 [Arcsin(;
Question 5 : A l'aide d’'un changement de variable, calculer I, = / ;CS;H(;) dz.
0 — X

Faisons le changement de variable (t) = sint. Il vient :

csin L . . s
Aresin 3 [ Aresin (sint) 6\t
14 = .. 5, cost dt = -
Arcsin 0 1—sin“t¢ o |cost|

il 9 z
costdt:/6 Vit dt = [t%] =
0 3 1o

Question 5 : Soit z € R. Factoriser sin(3z) — sin(5z).

sin(3z) — sin(5z) = Im(e'®® — €!57) = Im(e"**(e™'¥ — €'®) = Im(—2isin(z)e'*?)

= —2sin(z) cos(4x) ‘

Question 6 : Factoriser au maximum X% + 3X3 +3X2 4+ 3X + 2.

On observe que —1 et —2 sont racines du polyndme, on peut donc le factoriser par (X + 1)(X + 2).
Aprés calculs, on a ‘ X4 +3X3+3X24+3X +2=(X+2)(X +1)(X2+1) ‘ qui est un produit de poly-
noémes irréductibles sur R.

Si on travaille dans C on peut aller plus loin : ‘ X4 4+3X3+3X2+3X4+2=(X+2)(X +1)(X +1i)(X —1i) ‘
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Question 7 : Inverser la matrice [5 2 4
1 4 0

On met en ceuvre algorithme du pivot de Gauss et on obtient :

1 -3 2/1 0 O 10 0|-2 1 =2
5 2 4/0 1 0|~ 01 01/2 -1/4 3/4
140001L0019/477/817/8
-1
1 -3 2 -2 1 -2
Finalement, 2 4 =|1/2 -1/4 3/4
1 4 0 9/4 -7/8 17/8
20 4+4y+2z=5 r—y+2z=1
Question 8 : r—y+2z=1 <= ¢ 2x+4y+2=5 (L1 < Lo)
3r—2=2 3xr —2z=2
r—y+2z=1
<= 6y—32’:3 (LQ%LQ*QLlﬁtL3%L373L1)
Jy—T7z=-1
r—y+2z=1
<~ Jy—T7z=-1 (L2 4 L3)
6y — 3z =3
r—y+2z=1
< y—T7z=-1 (L3 — L3 — 2L2)
11z =5
r—y+2z=1
= 3y—T7z=-1 (L3<—ﬁL3)
z:ﬁ
x—yf%
= y=2 (On remplace z par sa valeur dans Ly et Ls)
5
=1
:c—y:%
— y== (L + 5L2)
_ 5
=1
9
T=ar
= = 187 (On remplace y par sa valeur dans L)
_ 5
— 11
. X . . . 9 8 5
Finalement, |le systéme admet pour unique solution le triplet ﬁ; ﬁ; )t

2
Question 9 : Discuter, en fonction du réel «, le nombre de solutions de I’équation

= Q.

Soit, pour = € R\{2} la fonction f(z) = f—_z On va dresser le tableau de variations complet de f.

Etude des limites de f aux bornes de R\{2} :
Vo € R\{2,0}, f(z) = =, on en déduit que Em f(x) =—occet lim f(x)=+oo.
x T — 00

T— 00

Ona limz?=4et lim —2=0" donc lim f(x) = —oco. De fagon analogue, lim f(z) = 4o0.
z—2 2~ T2~ z—2+

Etude des variations de f et construction du tableau de variations :

2
[ est clairement de classe C*>° sur R\{2} et on a : Vo € R\{2}, f'(z) = 2:1:((3;:22));:1: = g(”fi;;lz)
On en déduit le tableau de variations de f :




x —00 0 2 4 400
f'(x) + 0 — — 0 +
f(0)=0 +00 +00

Utilisation du Théoréme des Valeurs Intermédiaires et conclusion :

f est continue sur R\{2} et donc le TVI s’applique. D’aprés le tableau de variations construit,

Péquation f(z) = « admet :
e aucune solution si « €]0; 8[;
e une unique solution si « € {0; 8} ;

e exactement deux solutions si a €] — oo; 0[U]8; +00].

Question 10 : Poser la division euclidienne de X% 4+ X par 2X° + 5X2 4+ 3X 4 2.

2X3+5X%24+3X +2

1 5
X — 3

X1 +X
— (X' 43X3 43X2 4+X)
_sxs _8x2
SRS e S
0 o
Finalement, | X* + X = (2X% 4+ 5X2 + 3X 4+ 2)(4X — 2

19 15 5
)+IX2+IX+§




