
Correction du DM6

Question 1 : Résoudre dans C l’équation iz2 + 2iz − 1 = 0.

Cette équation du second degré n’a pas de racine évidente, on calcule son discriminant : ∆ = −4 + 4i.
L’équation a donc deux solutions distinctes et on a besoin d’une racine carrée de ∆ pour les donner.
Plutôt que de procéder avec la forme algébrique, on observe que l’argument de ∆ est évident : c’est 3π

4 .
Il suit que ∆ = 4

√
2ei

3π
4 et que δ = 2

√√
2ei

3π
8 est une racine carrée de ∆.

Finalement, l’équation a deux solutions :
−2i + δ

2i
et
−2i− δ

2i
.

Question 2 : Résoudre l’équation différentielle xy′ − 2y = −x2 ln(x) sur R+∗.

Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre. On applique la méthode du
cours, en commençant par écrire :

∀x ∈ R+∗, xy′ − 2y = −x2 lnx⇐⇒ y′ − 2

x
y = −x lnx : (E).

— Résolution de l’équation homogène (Eh) : y′ − 2
xy = 0 : on pose, pour x > 0, a(x) = − 2

x et
alors A(x) = −2 ln(x) = − ln(x2) est une primitive de a(x) sur R+∗.
Il suit que la solution de (Eh) est

{
x 7−→ λx2/λ ∈ R

}
.

— Recherche de solution particulière avec variation de la constante :
soit, pour x > 0, f(x) = λ(x)x2 avec λ(x) une fonction définie et dérivable sur R+∗.
f est solution de (E) si, et seulement si :

xf ′(x)− 2f(x) = −x2 lnx⇐⇒ x(λ′(x)x2 + 2xλ(x))− 2x2λ(x) = −x2 lnx⇐⇒ λ′(x) = − lnx

x
.

On reconnait une forme « u′u » et il suit que λ(x) = − 1
2 (lnx)2 convient.

Finalement, f(x) = −x
2(ln x)2

2 est solution particulière de (E).

— Solution générale de (E) : l’ensemble des solutions de (E) est
{
x 7−→ x2

(
λ− (lnx)2

2

)
/λ ∈ R

}
.

Question 3 : Résoudre l’équation différentielle y′′ + y′ − 2y = 3t+ 1 avec les conditions
{
y(0) = 1
y′(0) = 2

.

Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants (on la
note (E)), avec des conditions initiales. On applique la méthode du cours :
— Résolution de l’équation homogène (Eh) : y′′ + y′ − 2y = 0 : l’équation caractéristique est

r2 + r − 2 = 0⇐⇒ (r − 1)(r + 2) = 0. Elle admet deux solutions réelles : 1 et −2, on en déduit que
les solutions de (Eh) sont les fonctions de la forme t 7→ λet + µe−2t avec (λ, µ) ∈ R2.

— Recherche de solution particulière : on cherche une solution particulière affine, de la forme
f(t) = at+ b avec (a, b) ∈ R2 à déterminer. f est solution de (E) si, et seulement si :

f ′′+f ′−2f = 3t+1⇐⇒ a−2(at+b) = 3t+1⇐⇒ −2at+a−2b = 3t+1⇐⇒
{
−2a = 3
a− 2b = 1

⇐⇒
{
a = − 3

2
b = − 5

4

Finalement, f(t) = − 3
2 t−

5
4 est solution particulière de (E).

— Solution générale de (E) : les solutions de (E) sont les fonctions de la forme t 7→ λet + µe−2t − 3
2 t−

5
4

avec (λ, µ) ∈ R2.

— Trouver la solution qui vérifie les conditions initiales : soit f(t) = λet + µe−2t − 3
2 t−

5
4 avec

(λ, µ) ∈ R2 à déterminer. f vérifie
{
y(0) = 1
y′(0) = 2

si, et seulement si,
{
f(0) = 1
f ′(0) = 2

: (?).
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Or, f(0) = λ+ µ− 5
4 et f ′(0) = λ− 2µ− 3

2 on a donc : (?)⇐⇒
{
λ+ µ− 5

4 = 1
λ− 2µ− 3

2 = 2
.

En soustrayant la 2è équation dans la première, on a :

(?)⇐⇒
{

3µ+ 1
4 = −1

λ− 2µ− 3
2 = 2

⇐⇒
{
µ = − 5

12
λ = 2µ+ 3

2 + 2
⇐⇒

{
µ = − 5

12
λ = 8

3

Finalement, l’unique solution de (E) qui vérifie les conditions est f(t) = 8
3e
t − 5

12e
−2t − 3

2 t−
5
4 .

Question 4 : Calculer les trois intégrales suivantes :

I1 =

∫ 1

0

x2 − 1

x2 + 1
dx ; I2 =

∫ π
2

−π2
sin3(x) dx ; I3 =

∫ 1

0

(t+ 3)e1−2t dt

I1 =

∫ 1

0

x2 − 1

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

x2 + 1− 2

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

1− 2
1

x2 + 1
dx = [x− 2Arctan x]

1
0 = 1− π

2

I2 est l’intégrale d’une fonction impaire sur un segment symétrique par rapport à 0, I2 est donc nulle.

Si on ne l’a pas vu, pour calculer I2, on commence par linéariser sin3. On a, pour tout réel x :

sin3 x =

(
eix − e−ix

2i

)3

= − 1

8i
(
ei3x − e−i3x − 3eix + 3e−ix) = − 1

8i
(2i sin 3x− 6i sinx) = −1

4
sin 3x+

3

4
sinx

Il suit que I2 =

∫ π
2

−π2
sin3 x dx =

∫ π
2

−π2
−1

4
sin 3x+

3

4
sinx dx =

[
1

12
cos 3x− 3

4
cosx

]π
2

−π2

= 0

On calcule I3 par parties en posant
{
u′(t) = e1−2t
v(t) = t+ 3

et
{
u(t) = − 1

2e
1−2t

v′(t) = 1
. Il vient :

I3 =

∫ 1

0

(t+3)e1−2t dt =

[
−1

2
(t+ 3)e1−2t

]1
0

−
∫ 1

0

−1

2
e1−2t dt = −1

2

[
(t+ 3 +

1

2
)e1−2t

]1
0

= −9

4
e−1 +

7

4
e

Question 5 : A l’aide d’un changement de variable, calculer I4 =

∫ 1
2

0

√
Arcsin(x)

1− x2
dx.

Faisons le changement de variable ϕ(t) = sin t. Il vient :

I4 =

∫ Arcsin 1
2

Arcsin 0

√
Arcsin (sin t)

1− sin2 t
cos t dt =

∫ π
6

0

√
t

| cos t|
cos t dt =

∫ π
6

0

√
t dt =

[
2

3
t
3
2

]π
6

0

=
2

3

(π
6

) 3
2

Question 5 : Soit x ∈ R. Factoriser sin(3x)− sin(5x).

sin(3x)− sin(5x) = Im(ei3x − ei5x) = Im(ei4x(e−ix − eix) = Im(−2i sin(x)ei4x) = −2 sin(x) cos(4x) .

Question 6 : Factoriser au maximum X4 + 3X3 + 3X2 + 3X + 2.

On observe que −1 et −2 sont racines du polynôme, on peut donc le factoriser par (X + 1)(X + 2).
Après calculs, on a X4 + 3X3 + 3X2 + 3X + 2 = (X + 2)(X + 1)(X2 + 1) qui est un produit de poly-
nômes irréductibles sur R.
Si on travaille dans C on peut aller plus loin : X4 + 3X3 + 3X2 + 3X + 2 = (X + 2)(X + 1)(X + i)(X − i) .
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Question 7 : Inverser la matrice

1 −3 2
5 2 4
1 4 0

.

On met en œuvre l’algorithme du pivot de Gauss et on obtient : 1 −3 2 1 0 0
5 2 4 0 1 0
1 4 0 0 0 1

 ∼
L

 1 0 0 −2 1 −2
0 1 0 1/2 −1/4 3/4
0 0 1 9/4 −7/8 17/8



Finalement,

1 −3 2
5 2 4
1 4 0

−1 =

−2 1 −2
1/2 −1/4 3/4
9/4 −7/8 17/8

 .

Question 8 :

 2x+ 4y + z = 5
x− y + 2z = 1
3x− z = 2

⇐⇒

 x− y + 2z = 1
2x+ 4y + z = 5
3x− z = 2

(L1 ↔ L2)

⇐⇒

 x− y + 2z = 1
6y − 3z = 3

3y − 7z = −1
(L2 ← L2 − 2L1 et L3 ← L3 − 3L1)

⇐⇒

 x− y + 2z = 1
3y − 7z = −1

6y − 3z = 3
(L2 ↔ L3)

⇐⇒

 x− y + 2z = 1
3y − 7z = −1

11z = 5
(L3 ← L3 − 2L2)

⇐⇒

 x− y + 2z = 1
3y − 7z = −1

z = 5
11

(L3 ← 1
11L3)

⇐⇒


x− y = 1

11

3y = 24
11

z = 5
11

(On remplace z par sa valeur dans L1 et L2)

⇐⇒


x− y = 1

11

y = 8
11

z = 5
11

(L2 ← 1
3L2)

⇐⇒


x = 9

11

y = 8
11

z = 5
11

(On remplace y par sa valeur dans L1)

Finalement, le système admet pour unique solution le triplet
(

9

11
;

8

11
;

5

11

)
.

Question 9 : Discuter, en fonction du réel α, le nombre de solutions de l’équation
x2

x− 2
= α.

Soit, pour x ∈ R\{2} la fonction f(x) = x2

x−2 . On va dresser le tableau de variations complet de f .

Etude des limites de f aux bornes de R\{2} :
∀x ∈ R\{2, 0}, f(x) = x

1− 2
x

, on en déduit que lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

On a lim
x→2

x2 = 4 et lim
x→2−

x− 2 = 0− donc lim
x→2−

f(x) = −∞. De façon analogue, lim
x→2+

f(x) = +∞.

Etude des variations de f et construction du tableau de variations :
f est clairement de classe C∞ sur R\{2} et on a : ∀x ∈ R\{2}, f ′(x) = 2x(x−2)−x2

(x−2)2 = x(x−4)
(x−2)2 .

On en déduit le tableau de variations de f :
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x

f ′(x)

f

−∞ 0 2 4 +∞
+ 0 − − 0 +

−∞−∞

f(0) = 0f(0) = 0

−∞

+∞

f(4) = 8f(4) = 8

+∞+∞

Utilisation du Théorème des Valeurs Intermédiaires et conclusion :
f est continue sur R\{2} et donc le TVI s’applique. D’après le tableau de variations construit,
l’équation f(x) = α admet :
• aucune solution si α ∈]0; 8[ ;
• une unique solution si α ∈ {0; 8} ;
• exactement deux solutions si α ∈]−∞; 0[∪]8; +∞[.

Question 10 : Poser la division euclidienne de X4 +X par 2X3 + 5X2 + 3X + 2.

X4 +X 2X3 + 5X2 + 3X + 2

− ( X4 + 5
2X

3 + 3
2X

2 +X) 1
2X −

5
4

− 5
2X

3 − 3
2X

2

−( − 5
2X

3 − 25
4 X

2 − 15
4 X − 5

2 )

19
4 X

2 + 15
4 X + 5

2

Finalement, X4 +X = (2X3 + 5X2 + 3X + 2)( 1
2X −

5
4 ) + 19

4 X
2 + 15

4 X + 5
2 .
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