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Durée : 4h. Le barème tiendra compte de la longueur du sujet et des points seront attribués pour la présentation
des copies ainsi que la qualité des rédactions.

Toute a�rmation doit être justi�ée. Les calculatrices sont interdites

Tout résultat doit être encadré voire souligné

Exercice 1

1. Etudier la convergence de l'intégrale

∫
R
e−x

2

dx =

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx.

2. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R on pose fn(x) =

(
1− x2

n

)n
si |x| <

√
n et fn(x) = 0 sinon.

2.1. Donner, sur un même schéma, l'allure des représentations graphiques de f1 et f2.

2.2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (fn)n∈N∗ .

2.3. Montrer que si n ∈ N∗ et si u est un réel strictement supérieur à −n alors
(
1 +

u

n

)n
≤ eu.

2.4. Prouver l'existence de un =

∫ +∞

−∞
fn(x) dx.

3. On pose, pour tout k ∈ N, Jk =

∫ π/2

0

cosk(t) dx.

3.1. Calculer J0, J1, J2.

3.2. Trouver une relation de récurrence reliant Jk et Jk+2.

3.3. Montrer que ∀n ∈ N∗, J2n+1 =
n∏
k=1

2k

2k + 1
=

2.4.6.8. . . . .(2n)

1.3.5.7. . . . .(2n+ 1)
.

3.4. En déduire une expression de J2n+1 faisant intervenir (n!)2 et (2n+ 1)!.

3.5. On admet la formule de Stirling : n! ∼
n→+∞

√
2nπ

(n
e

)n
Déduire de ce qui précède un équivalent de J2n+1 lorsque n→ +∞.

4. A l'aide d'un changement de variable, donner, pour tout n ∈ N∗, une relation simple entre J2n+1 et un.

5. On admet que la suite (un)n∈N∗ converge vers la limite ` =

∫
R
e−x

2

dx

En déduire la valeur de

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx.
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Exercice 2

Dans tout l'exercice, I désigne l'intervalle [0,+∞[ et C(I,R) est le R−espace vectoriel des applications continues de
I vers R.
On note E le R−espace vectoriel constitué des éléments f de C(I,R) tels que f 2 est intégrable sur I, c'est-à-dire

tels que

∫ +∞

0

[f(t)]2 dt converge.

Questions de cours

1. Prouver que pour tous réels a et b, ab ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
.

2. Montrer que le produit de deux éléments de E est une application intégrable sur I.

3. Soit ϕ l'application qui au couple (f, g) ∈ E2 associe le réel : ϕ(f, g) =

∫ +∞

0

f(t)g(t) dt.

Montrer que l'on dé�nit ainsi un produit scalaire sur E que l'on notera par la suite
〈 ∣∣ 〉.

Partie 1

Soit h élément de C(I,R), tel que l'intégrale

∫ +∞

0

h(t) dt converge.

1. Pour tout n ∈ N, on pose Jn =

∫ n+1

n

h(t) dt.

Prouver que : lim
n→+∞

Jn = 0.

2. En déduire l'existence d'une suite (an)n∈N d'éléments de I telle que : lim
n→+∞

an = +∞ et lim
n→+∞

h (an) = 0.

Partie 2

Soit F l'ensemble des applications f de I dans R de classe C1 sur I, telles que les intégrales

∫ +∞

0

t2 [f(t)]2 dt et∫ +∞

0

[f ′(t)]
2
dt convergent. Soit f ∈ F .

1. Montrer que les intégrales

∫ +∞

0

[f(t)]2 dt et

∫ +∞

0

tf(t)f ′(t) dt convergent.

2. Etablir l'égalité :

∫ +∞

0

tf(t)f ′(t) dt = −1

2

∫ +∞

0

[f(t)]2 dt.

On pourra, par exemple, utiliser un résultat de la partie 1.

3. Démontrer (∫ +∞

0

[f(t)]2 dt

)2

≤ 4

(∫ +∞

0

t2 [f(t)]2 dt

)(∫ +∞

0

[f ′(t)]
2
dt

)
(∗)

4. Déterminer toutes les applications f ∈ F pour lesquelles il y a égalité dans l'inégalité (∗).

Devoir Surveillé 2/4



spé PC
samedi 05 octobre

DS no II Mathématiques lycée A. Brizeux

M.Roger 2019-2020

Exercice 3

Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal à 3. On note E = Rn−1[X] et B =
(
1, X, . . . , Xn−1) sa

base canonique.
Soient a1, . . . , an, n réels véri�ant : a1 < a2 < · · · < an.

1. Montrer que l'application : T : P 7→ (P (a1) , . . . , P (an)) est un isomorphisme de E dans Rn.

2. On note E = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn et pour tout i ∈ [[1, n]], on note Li = T−1 (ei), c'est-à-dire
l'unique polynôme dont l'image par T est ei.

(a) Montrer que B′ = (L1, . . . , Ln) est une base de E.

(b) On remarque que pour i ∈ [[1, n]], on a (Li(a1), . . . , Li(ai), . . . , Li(an)) = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
ième position

, 0 . . . , 0),

donc que Li(aj) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

.

Déterminer les composantes d'un polynôme P quelconque de E dans cette base B′.

Dans la suite de l'exercice, on note M = (mi,j)1≤i,j≤n la matrice de passage de la base B à la base B′.

3. Dans cette question uniquement, on suppose que n = 3, a1 = 0, a2 = 1 et a3 = 2.

(a) Donner, sans justi�cation, les polynômes L1, L2, L3 et expliciter la matrice M .

(b) Montrer que Ker(M − I3) est une droite vectorielle, et en déterminer un vecteur directeur.

(c) En déduire tous les polynômes P de R2[X] véri�ant :

P (X) = P (0) + P (1)X + P (2)X2.

4. On revient au cas général.

(a) Montrer que M est inversible. Calculer son inverse. (On pourra utiliser la question 2b)

(b) Etablir la relation :
n∑
i=1

Li = 1.

(c) Montrer que l'on a :
n∑
j=1

m1,j = 1. Montrer ensuite que pour tout i ∈ [[2, n]],
n∑
j=1

mi,j = 0.

(d) Lorsque a1 = 1, déterminer la somme des coe�cients de chaque colonne de M .

5. Dans cette question, on suppose que n ≥ 4 et que a1 = 0, a2 = 1 et a3 = 2. Soit u l'endomorphisme de E
dé�ni par :

∀P ∈ E, u(P ) = Q avec Q(X) = P (0)L1(X) + P (1)L2(X) + P (2)L3(X)

(a) Déterminer Ker(u) et Im(u). Sont-ils supplémentaires ?

(b) Déterminer les dimensions de Ker(u) et Im(u), puis justi�er que Im(u) = Ker(u− idE).

(c) Justi�er que Im(u) est stable par u et que l'endomorphisme induit par u sur Im(u) coïncide avec l'identité

id
| Im(u)
| Im(u).

(d) En déduire que u est le projecteur d'axe Im(u) parallèlement à Ker(u).
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Exercice 4

1. Déterminer la forme trigonométrique du nombre complexe 4
√
2(−1 + i).

2. Trois nombres complexes ont pour produit 4
√
2(−1 + i).

Leurs modules sont en progression géométrique de raison 2. On note z1, z2 et z3 ces trois nombres, où la
numérotation respecte l'ordre des modules.

Déterminer les modules |z1|, |z2|, et |z3|.

3. On suppose en outre que leurs arguments sont en progression arithmétique de raison
π

4
·, et que z1 a un

argument compris entre
π

2
et π.

Déterminer les arguments puis les formes trigonométriques de chacun des trois nombres z1, z2 et z3.

4. Construire les images M1, M2 et M3 des nombres complexes z1, z2 et z3 dans le plan complexe.
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