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Durée : 4h. Le barème tiendra compte de la longueur du sujet et des points seront attribués pour la présentation des copies ainsi
que la qualité des rédactions.

Toute a�rmation doit être justi�ée. Les calculatrices sont interdites

Tout résultat doit être encadré voire souligné

Questions de cours

A) Soit
∑
n≥0

un une série numérique alternée (i.e. ((−1)nun)n≥0) est de signe constant). Rappeler les deux hypothèses (h1) et (h2)

manquantes pour pouvoir appliquer le théorème spécial des séries alternées, a�n d'obtenir la convergence de la série numérique∑
n≥0

un, et en notant pour N ∈ N, RN =

+∞∑
n=N+1

un le reste d'ordre N , préciser une inégalité faisant intervenir RN .

B) Rappeler l'expression, pour z ∈ C de la somme de la série exponentielle de z.

C) Donner sans justi�er la nature de
∫ 1

0

ta dt, en fonction de a ∈ R.

Problème 1

I Intégrale de Gauss

Le but de cette partie est de calculer l'intégrale dite de Gauss :

+∞∫
0

e−t
2

dt.

1. Montrer que l'intégrale

+∞∫
0

e−t
2

dt est convergente.

On étudie les fonctions f et g dé�nies par

f(x) =

1∫
0

e−(t
2+1)x2

t2 + 1
dt et g(x) =

x∫
0

e−t
2

dt.

2. Montrer que f est dé�nie sur R et qu'elle est paire. Calculer f(0).

3. On admet que f est de classe C1 sur R et que f ′(x) =

1∫
0

d

dx

(
e−(t

2+1)x2

t2 + 1

)
dt. Donner l'expression de f ′(x).

4. Montrer que g est dé�nie et de classe C1 sur R.

5. à l'aide d'un changement de variable a�ne, montrer que

∀x ∈ R, f ′(x) = −2g′(x)g(x).
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6. Véri�er que

∀x ∈ R, f(x) =
π

4
− g(x)2.

7. On admet que lim
x→+∞

f(x) = 0. En déduire lim
x→+∞

g(x), puis conclure que

+∞∫
0

e−t
2

dt =

√
π

2
.

II Formule de Stirling

Dans cette partie, on propose de démontrer un ra�nement de la formule de Stirling. On va prouver l'existence d'une suite
(
qn
)
n∈N∗

convergente vers 0 telle que

∀n ∈ N∗, n! =
√
2πn

(n
e

)n(
1 +

1

12n
+
qn
n

)
.

II.A � Pour n ∈ N, on pose In =

+∞∫
0

tne−tdt.

8. Montrer que la suite (In)n∈N est bien dé�nie.

9. Donner une relation entre In+1 et In, et en déduire que In = n! pour tout entier naturel n.

II.B � Cette sous-partie est consacrée à la démonstration de la formule de Stirling classique

n! ∼
n→+∞

√
2πn

(n
e

)n
. (II.1)

10. Si n est un entier naturel non nul, déduire de la question précédente que

n! =
√
n
(n
e

)n +∞∫
−
√
n

(
1 +

y√
n

)n

e−y
√
ndy.

On note 1[−
√
n,+∞[ la fonction indicatrice de l'intervalle [−

√
n,+∞[ dont on rappelle qu'elle vaut 1 sur [−

√
n,+∞[ et 0 sur

]−∞,−
√
n[. On pose pour n ∈ N∗ et y ∈ R, fn(y) = 1[−

√
n,+∞[(y)

(
1 +

y√
n

)n

e−y
√
n.

11. Démontrer que pour tout y ∈ R, lim
n→+∞

fn(y) = e−y
2/2.

On admet que lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(y) dy =

∫ +∞

−∞
lim

n→+∞
fn(y) dy. En déduire la formule de Stirling (II.1).

II.C � Pour ra�ner la formule de Stirling, on introduit les suites réelles (un)n∈N∗ , (vn)n∈N∗ et (wn)n∈N∗ dé�nies par :

un =
nne−n

√
n

n!
vn = ln(un) wn = vn+1 − vn.

12. Véri�er que wn =
n→+∞

1

12n2
+ o

(
1

n2

)
et en déduire la nature de la série numérique

∑
wn.

II.C.1) Soient (an)n∈N∗ une suite réelle positive et (bn)n∈N∗ une suite réelle strictement positive, telles que an ∼
n→+∞

bn et la

série numérique
∑

bn converge.
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13. Soit ε > 0. Montrer qu'il existe un entier naturel non nul n0 tel que

∀n ≥ n0, (1− ε)bn ≤ an ≤ (1 + ε)bn.

14. En déduire que la série numérique
∑

an converge et que les restes véri�ent
+∞∑
k=n

ak ∼
n→+∞

+∞∑
k=n

bk.

II.C.2) Si n est un entier naturel non nul, on pose Rn =

+∞∑
k=n

1

k2
.

15. Pour tout n ∈ N∗, établir que
1

(n+ 1)2
≤

n+1∫
n

1

t2
dt ≤ 1

n2
.

16. En déduire un équivalent simple de Rn lorsque n→ +∞.
II.C.3)

17. Déduire des questions précédentes un équivalent de
+∞∑
k=n

wk lorsque n→ +∞.

18. En déduire qu'il existe une suite (qn)n∈N∗ convergente vers 0 telle que

∀n ∈ N∗, n! =
√
2πn

(n
e

)n(
1 +

1

12n
+
qn
n

)
.

Problème 2

I) Étude de deux applications
La notation R2[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à 2. On identi�era dans

la suite de ce problème les éléments de R2[X] et leurs fonctions polynomiales associées. On note B = (1, X,X2) la base canonique
de R2[X]. On dé�nit les deux applications suivantes :

f : R2[X] −→ R2[X]

P 7−→ 1

2

[
P

(
X

2

)
+ P

(
X + 1

2

)]
et

ϕ : R2[X] −→ R
P 7−→ P (1)

On rappelle aussi que l'on note f0 = IdR2[X], et pour tout n ∈ N∗, fn = f ◦ fn−1.
1. Véri�er que f est bien à valeurs dans R2[X] et montrer que f est linéaire.

2. Montrer que ϕ est linéaire.

3. Écrire la matrice de f dans la base B de R2[X], en indiquant les calculs intermédiaires.

4. L'application f est-elle injective ? surjective ?

5. Déterminer une base de Kerϕ. Quelle est la dimension de Kerϕ ?

6. L'application ϕ est-elle injective ? surjective ?

II) Limite
7. À l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que

∀P ∈ R2[X], ∀n ∈ N∗, fn(P ) =
1

2n

2n−1∑
k=0

P

(
X + k

2n

)
.

8. En déduire, en utilisant un résultat du cours d'analyse que l'on énoncera avec précision, que

∀P ∈ R2[X], lim
n→+∞

ϕ(fn(P )) =

∫ 1

0

P (t) dt.
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