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Durée : 4h. Des points seront attribués pour la présentation des copies ainsi que la qualité des rédactions.

Le barème tiendra compte de la longueur extrême du sujet.

Toute a�rmation doit être justi�ée. Les calculatrices sont interdites

Tout résultat doit être encadré voire souligné

Exercice 1

Soit n ∈ N∗. On se place dans Mn(K).

Soit A =


−n 1 · · · 1

1
. . .

...
...

. . . 1
1 · · · 1 −n

 , J =

1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

 et I la matrice identité de Mn(K).

1. Écrire A, puis A2 sous forme de combinaisons linéaires de J et I.

2. En déduire un polynôme annulateur P de A.

3. A est-elle inversible ?

4. Factoriser P .

5. Pour p ∈ N, déterminer explicitement le polynôme Rp, reste dans la division euclidienne de Xp par P .

6. En déduire l'expression de Ap pour tout p ∈ N.

Problème 1

On considère les fonctions F et G dé�nies par :

F (x) =
+∞∑
n=1

1

1 + 4n2x2
et G(x) =

∫ +∞

0

sin t

e2xt − 1
dt

7. Pour un réel x > 0 �xé, justi�er la convergence de l'intégrale

I(x) =

∫ +∞

0

1

1 + 4t2x2
dt

puis, à l'aide du changement de variable u = 2xt, démontrer qu'elle vaut I(x) =
π

4x
.

8. Démontrer que F est dé�nie sur R∗, et que F est paire.

9. Enoncer le théorème de dérivation terme à terme pour une série de fonctions.

10. Soient a, b deux réels tels que 0 < a < b. Démontrer que F est de classe C1 sur ]a, b[, et en déduire la
monotonie de F sur ]0,+∞[.

11. Pour x > 0 et n ∈ N∗, justi�er l'inégalité :

1

1 + 4n2x2
≤

∫ n

n−1

1

1 + 4t2x2
dt

puis établir que F (x) ≤
∫ +∞

0

1

1 + 4t2x2
dt
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12. Pour x > 0, démontrer de même l'inégalité :∫ +∞

0

1

1 + 4t2x2
dt− 1 ≤ F (x)

13. En déduire un équivalent de F (x) lorsque x −→ 0+ et la limite de F (x) lorsque x −→ +∞.

14. Représenter graphiquement la fonction F sur R∗.
15. Démonter que G est dé�nie sur R+∗.

16. Pour α ∈ R+∗, établir la convergence de l'intégrale :

Iα =

∫ +∞

0

sin(t) e−αt dt

et montrer que Iα =
1

1 + α2
, en remarquant que sin t = Im(eit).

17. Démontrer que quels que soient t > 0 et x > 0 :

sin t

e2xt − 1
=

+∞∑
n=1

sin(t) e−2nxt

18. En déduire, en justi�ant la réponse que

F (x) = G(x), ∀x > 0.

Problème 2 étude de séries de fonctions

1. Un premier exemple.

1.1. Pour tout n ∈ N, on pose un : ]− 1, 1[ −→ R
x 7−→ xn

.

Démontrer que la série de fonctions
∑
n≥1

un converge simplement sur ] − 1, 1[ et pour tout x ∈ ] − 1, 1[, calculer

explicitement l'expression de la somme F (x) =
+∞∑
n=1

xn.

1.2. Pour a ∈]0, 1[ �xé, démontrer que la série des fonctions dérivées
∑
n≥1

u′n converge normalement sur le segment

[−a, a].

En déduire que F ′(x) =
1

(1− x)2
, ∀x ∈] − 1, 1[, en justi�ant la validité des calculs à l'aide d'un théorème du

cours.

1.3. Déterminer lim
x<1
x→1

F (x), lim
x<1
x→1

(1− x)F (x), lim
x<1
x→1

(1− x)F ′(x) et lim
x<1
x→1

(1− x)2F ′(x).
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2. Un deuxième exemple.

Pour tout n ∈ N, on pose fn : ]− 1, 1[ −→ R

x 7−→ xn

1− xn
.

Dans cette question, pour tout x ∈ ]− 1, 1[, on pose cette fois : F (x) =
+∞∑
n=1

xn

1− xn
.

2.1. Soit a ∈ ]0, 1[. Prouver la convergence normale de la série de fonctions
∑
n≥

fn sur le segment [−a, a].

En déduire que F est dé�nie et continue sur ]− 1, 1[.

2.2. Montrer que, pour tout x ∈ ]0, 1[ et tout n ∈ N∗, on a
1− xn

1− x
6 n.

2.3. En déduire que pour tout x ∈ [0, 1[, fn(x) ≥
xn

n(1− x)
, puis en admettant que

+∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x), ∀x ∈ [0, 1[

en déduire que que

F (x) ≥ − ln(1− x)
1− x

, ∀x ∈ [0, 1[

2.4.

En déduire lim
x<1
x→1

F (x) = lim
x<1
x→1

(1− x)F (x) = +∞.

3. Dans cette question, f est une application réelle continue et croissante sur [0, 1[ avec f(0) = 0 et telle que

u 7→ f(u)

u
soit intégrable sur ]0, 1[.

Soit x ∈ ]0, 1[.

3.1. Justi�er l'existence de G(x) =

∫ +∞

0

f(xt)dt et l'égalité G(x) = − 1

ln(x)

∫ 1

0

f(u)

u
du, à l'aide du changement

de variable t =
lnu

lnx
, pour x �xé.

3.2. Pour tout n ∈ N∗, justi�er que h : t 7−→ f(xt) est décroissante, puis l'encadrement :∫ n+1

n

f(xt)dt 6 f(xn) 6
∫ n

n−1
f(xt)dt.

3.3. En déduire l'existence de F (x) =
+∞∑
n=1

f(xn), ainsi que l'encadrement

∫ +∞

1

f(xt) dt ≤ F (x) ≤
∫ +∞

0

f(xt) dt

3.4. Conclure avec soin que lim
x<1
x→1

(1− x)F (x) =
∫ 1

0

f(u)

u
du.
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