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Durée : 4h. Des points seront attribués pour la présentation des copies ainsi que la qualité des rédactions.
Le baréme tiendra compte de la longueur extréme du sujet.

Toute affirmation doit étre justifiée. Les calculatrices sont interdites|

Tout résultat doit étre lencadré| voire souligné

Soit n € N*. On se place dans 9, (K).

O |
L _ 1 ... 1
Soit A = ' |, J=1: . :| etIlamatrice identité de M, (K).
: R
1 ... 1
1 - 1 —n

1. Ecrire A, puis A? sous forme de combinaisons linéaires de .J et I.

2. En déduire un polyndme annulateur P de A.

3. A est-elle inversible 7

4. Factoriser P.

5. Pour p € N, déterminer explicitement le polynéme R, reste dans la division euclidienne de X” par P.
6. En déduire I'expression de AP pour tout p € N.

'Probléme 1]

On considére les fonctions F' et G définies par :

- 1 o gint
) =2 g 060 = | g
n=1

7. Pour un réel x > 0 fixé, justifier la convergence de |'intégrale

+00 1
Iw) = / T aee

. y - . 7 1 ™
puis, a I'aide du changement de variable u = 22t, démontrer qu'elle vaut I(z) = —.
€T

8. Démontrer que F' est définie sur R*, et que F est paire.
9. Enoncer le théoréme de dérivation terme & terme pour une série de fonctions.

10. Soient a,b deux réels tels que 0 < a < b. Démontrer que F est de classe C' sur ]a,b], et en déduire la
monotonie de F' sur |0, +o00.

11. Pour x > 0 et n € N*, justifier I'inégalité :

S L T
14+ 4n2x2 = ), 1+ 4222
1

+oo
pUiS étab||r que F(SL’) S /0 mdt
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12. Pour x > 0, démontrer de méme |'inégalité :
Feo 1
/0 mdt — 1< F(x)
13. En déduire un équivalent de F'(z) lorsque z — 0 et la limite de F(x) lorsque z — +oo.
14. Représenter graphiquement la fonction F' sur R*.
15. Démonter que G est définie sur R™,

16. Pour oo € R**, établir la convergence de I'intégrale :

+oo
I, = / sin(t) e” dt
0

et montrer que [, = en remarquant que sint = Im(e™).

14 a2’

17. Démontrer que quels que soient ¢ > 0 et x > 0 :

sint
_ E sm —2nxt
e2:vt

18. En déduire, en justifiant la réponse que

'Probléeme 2| étude de séries de fonctions

1. Un premier exemple.

1.1. Pour tout n € N, on pose u,, : |—1,1] — R
z — "

Démontrer que la série de fonctions Zun converge simplement sur | — 1, 1] et pour tout z €] — 1, 1], calculer
n>1

explicitement I'expression de la somme F'(x E x"

1.2. Pour a €]0, 1] fixé, démontrer que la série des fonctions dérivées g u;, converge normalement sur le segment

n>1
[—a,al.
1 :
En déduire que F'(z) = e Vz €] — 1,1], en justifiant la validité des calculs & I'aide d'un théoréme du
-
cours.
1.3. Déterminer lim F(z), lim(1 — z)F(z), im(1 — 2)F'(x) et lim(1 — 2)?F’(x).
<l <l <l <l
z—1 x—1 rz—1 rz—1
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2. Un deuxiéme exemple.

Pour tout n € N, on pose f, : J=L1 — Rw”
T —
1—2an
o0 n
Dans cette question, pour tout = € | — 1, 1], on pose cette fois : F'(x) = Z : _
J— ajn
n=1

2.1. Soit a €]0, 1[. Prouver la convergence normale de la série de fonctions Z fn sur le segment [—a, a].
n>

En déduire que F' est définie et continue sur | — 1, 1].

1 _ n
2.2. Montrer que, pour tout = €]0, 1] et tout n € N*, on a z < n.
—x
2.3. En déduire que pour tout = € [0, 1], fn(x) > % puis en admettant que
n(l—x

oo 4

E x—:—ln(l—x), Vo e [0,1]
n

n=1

en déduire que que

—In(1 —x)
F(z) > ————F, V2 € |0,1
@ > 20D e
2.4.
En déduire lim F'(z) = lim(1 — 2)F(z) = +o0.
51 25

3. Dans cette question, f est une application réelle continue et croissante sur [0, 1] avec f(0) = 0 et telle que
u o
u J(w) soit intégrable sur ]0, 1].
u
Soit z €0, 1].
+oo 1

3.1. Justifier I'existence de G(z) = (x')dt et I'égalité G(z) = —
0 In(z)

1
/ #du, a I'aide du changement
0

. 1 :
de variable t = M, pour x fixé.
Inx

3.2. Pour tout n € N*, justifier que h : t — f(2') est décroissante, puis |'encadrement :

n+1 n
/ f(ah)dt < f(2") < /_1 f(ahat.

+oo
3.3. En déduire |'existence de F(z) = Zf(x”) ainsi que |'encadrement
n=1

+00 +oo
(') dt < F(z) < f(x') dt
1 0
' fw)
3.4. Conclure avec soin que lim(1 — z)F(x) = / Tdu.
<l 0

z—1
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