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Durée : 3h. Sujet e3a/CCINP

Toute a�rmation doit être justi�ée.

Les calculatrices sont interdites Tout résultat doit être encadré voire souligné

Exercice 1 Vrai ou Faux ? (6 min. max, pas de justi�cation attendue)

Q.1) L'ensemble des solutions de l'équation :
1

t
< 2

est ]0,
1

2
[ ?

Q.2)
1

1 + t
=
t→0

1 + t+ t2 + o(t2) ?

Q.3)
1

1 + t2
=

t→+∞
O

(
1

t

)
?

Q.4)
ln t+ t

t+ t2
∼

t→+∞

1

t
?

Q.5) Soient (un), (vn) ∈ RN. Si un ∼
t→+∞

vn est si
∑
n≥0

vn converge, alors
∑
n≥0

un converge ?

Q.6) Toute fonction f continue positive sur R+ et telle que lim
t→+∞

f(t) = 0 est intégrable sur R+ ?

Exercice 2

Pour n un entier naturel, on s'intéresse à l'intégrale :

In =

∫ +∞

0

sin
(
(2n+ 1)x

)
sin(x)

e−xdx

1. Déterminer la nature de I0 =

∫ +∞

0
e−xdx.

2. Montrer que la série
∑
p≥0

e−pπ converge et préciser la valeur de

+∞∑
p=0

e−pπ

3. Pour θ ∈ R, démontrer l'égalité 1− e2iθ = −2ieiθ sin(θ)
4. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a :

n∑
k=−n

e2ikx =
sin
(
(2n+ 1)x

)
sin(x)

on pourra e�ectuer un changement d'indice ` = k + n

5. En déduire que, pour tout réel x positif, on a :∣∣∣∣∣sin
(
(2n+ 1)x

)
sin(x)

e−x

∣∣∣∣∣ ≤ (2n+ 1)e−x

6. Montrer que, pour tout n ∈ N, l'intégrale In converge, puis justi�er que l'on peut écrire :

In =

+∞∑
p=0

∫ (p+1)π

pπ

(
n∑

k=−n
e2ikx

)
e−xdx
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Exercice 3

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel non nul.

Soit ϕ l'application qui à tout polynôme P de Rn[X] associe ϕ(P ) =

∫ 1

0
P (t) dt.

1. Démontrer que B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est une base de Rn[X].

2. Généralités sur ϕ.

(a) Démontrer que ϕ est une forme linéaire sur Rn[X].

(b) Déterminer Im(ϕ) et la dimension du noyau de ϕ.

3. On considère alors l'application ψ qui à tout polynôme P de Rn[X] associe le polynôme Q tel que :

∀x ∈ R, Q(x) =

∫ x

0
P (t)dt.

(a) Justi�er que l'application ψ est linéaire.

(b) Démontrer que Im(ψ) = Vect(X,X2, . . . , Xn+1).

(c) Démontrer que : P ∈ Ker(ϕ)⇔ ψ(P ) ∈ Vect(X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)).

(d) Donner alors une base de Ker(ϕ).

4. On note H = L(Rn[X],R).
(a) Donner la dimension de H.

(b) Pour k ∈ [|0, n|], soit ψk la forme linéaire sur Rn[X] qui à tout polynôme P de Rn[X] associe
P (k)(0)

k!
.

Démontrer que la famille (ψ0, . . . , ψn) est une base de H.

(c) Déterminer les composantes de ϕ dans cette base.
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Exercice 4

1. Soit n0 ∈ N∗ et f une fonction continue, décroissante et positive de [n0,+∞[ dans R.

On pose, pour tout entier naturel n non nul, Sn =

n∑
k=n0

f(k).

(a) On considère la suite (γn)n≥n0 de terme général γn = Sn −
∫ n

n0

f(t) dt.

i. Pour n ≥ n0, justi�er que γn+1 − γn = f(n+ 1)−
∫ n+1

n
f(t) dt.

ii. En déduire que (γn)n≥n0 est décroissante.

iii. Justi�er que (γn)n≥n0 est minorée par 0.

iv. Conclure que (γn)n≥n0 est convergente.

(b) En déduire l'existence d'un réel, noté C, pour lequel on a, lorsque l'entier n tend vers +∞ :

n∑
k=2

1

k ln(k)
=

n→+∞
ln(ln(n)) + C + o(1)

(c) Etablir la convergence de l'intégrale

∫ +∞

2

1

t ln2(t)
dt et en déduire la convergence de la série

∑
k≥2

1

k ln2(k)
.

2. Montrer que la série de terme général
ln(k)

k(k − 1)
est convergente.

On note K =
+∞∑
k=2

ln(k)

k(k − 1)
sa somme.

3. (a) Prouver, pour tout entier naturel n au moins égal à 2, l'inégalité :

n∑
k=2

ln(k) ≥ n ln(n)− n+ 1

(b) En déduire, quand n tend vers +∞, l'estimation : ln(n!) = n ln(n) +O(n).

4. (a) Soit λ un réel strictement positif. Justi�er, pour tout n ∈ N∗, l'existence et l'unicité d'un réel x > 0 tel que

x ln(x)− λx = ln(n). On note rn cet unique réel.

(b) Montrer que lim
n→+∞

rn = +∞ puis établir l'équivalence rn ∼
ln(n)

ln(ln(n))
.
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