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Quimper Samedi 27 novembre

Durée : 4h. Sujet e3a/CCINP
Toute affirmation doit étre justifiée.

Les calculatrices sont interdites Tout résultat doit étre |encadré | voire souligné

Vrai ou Faux ? (6 min. max, pas de justification attendue)

1
Q.1) L'intégrale/ t73/2 dt converge?
0

L _ 2 2y 0
Int
_ ?
Q3) In(1 +¢t) t—+oo o)
Q.4) Pour A € M,(R), (AT = A) = Ainversible?
Q.5) Pour A € M,(R), (ATA=1,) = A inversible?
Q.6) Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme déterminant ?

Probléeme 1

Dans ce probléme, n désigne un entier non nul fixé.
On note M, (C) (respectivement M, (R)) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n a coefficients dans C (respecti-
vement R), GL,(C) I'ensemble des matrices inversibles de taille n & coefficients dans C et 9, 1(C) I'espace vectoriel des
matrices colonnes de taille n a coefficients dans C.
On pourra utiliser librement les produits matriciels par blocs.

Objectifs
On s'intéresse dans la Partie I a trois cas particuliers.
On montre d’abord que det(Z,, +CC) > 1 dans le cas particulier des matrices diagonales complexes C, ot C désigne la matrice
conjuguée de C, c’est-a-dire la matrice obtenue en considérant le conjugué de chaque coefficient de C'.
On montre ensuite que det(I,, + C?) > 1 dans le cas particulier des matrices symétriques réelles C.
On considére enfin le cas des matrices réelles C' pour lesquelles on démontre que det(I, + C?) € R,.

La Partie IT est plus générale.

I. Trois cas particuliers

1. On se place dans le cas particulier ot C' est une matrice de 9,,(C) diagonale. Démontrer que det(I,, + CC) € R et
que :
det(l,, + CC) > 1,
avec égalité si et seulement si C' = Ogy,, ().
2. On se place dans le cas particulier ot C' est une matrice de 9, (R) semblable & une matrice diagonale. Démontrer que :

det(I,, + C?) > 1,

avec égalité si et seulement si C' = Ogy,, (r)-

3. Démontrer par récurrence sur n que : VA € M, (C), det(A) = det(A).

4. On suppose dans cette question que C' est une matrice de 91,,(R). Déduire de la question précédente que, dans ce cas,
ona:
det(I, + C?) = |det(C — il,) .
En déduire que det(I,, + C?) € Ry et que det(I,, + C?) = 0 si et seulement si i € Sp(C).
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II. Le cas général

On considére dans cette partie une matrice C' de 9, (C).

. : . (I, —C L, 0 , _
1. En considérant le produit matriciel (C I, ) <—C In>, démontrer que :

— I, -C
det(I, + CC) = det <C’ I >

2. Soient (1, s,t,u) € C* et (e1, e2) la base canonique de C2. On note ¢ I'endomorphisme de C? dont la matrice dans la

base (e1,e2) est . Exprimer la matrice de ¢ dans la base (eg,e1).

r
t

3. Soit (R, S, T,U) € (M,(C))* . En s'inspirant de la question précédente, montrer que la matrice <? 5) est semblable

X . u T . R S . . R -5
dans Mo, (C) a la matrice <S R>' Montrer de méme que (T U) est semblable a la matrice (—T U >

Probléme 2

I - 0. Démontrer que l'intégrale généralisée /
0 u

T 1 — cos(u)

5 du converge .

+o0 1—
On admet que / ﬂ

s )
5 du vaut K = 5 dans la suite.
0 u

Partie I : étude de quelques suites d’intégrales

I - 1. Rappeler avec précision le théoréme de convergence dominée.

I - 2. On considére ici une application continue f: [0, +o0o[— R.
I-2.1.

1
Pour tout n € N, on pose I :/ f(t™)dt. Déterminer lim I,,.
0 n—-+o0o

f(w)

I - 2.2. On suppose ici de plus que u — “—— est intégrable sur ]0, 1].
u

Déterminer hIE nl,. On pourra transformer nl, grace a un changement de variable.
n—-+0o0

I - 2.3. Application 1.

1
Déterminer un équivalent quand n — 400 de / sin(¢")dt (grace a une intégrale).
0

I - 3. On considére maintenant que f: [0,+oo[+— R est une application continue et intégrable sur R .
I- 3.1. Soit n € N*.

“+o0o
Grace a un changement de variable approprié, justifier I'existence de A,, = / f(E™)dt.
1

I - 3.2. Déterminer lirf nA, (grace a une intégrale que I'on ne cherchera pas a calculer).
n——+0o0
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I-4.
A
I-4.1. Pour tout n € N, n > 2, et tout A > 1, on pose C,,(A) = / sin(¢")dt.
1

A" 1 — cos(u)

Grace a un changement de variable et une intégration par parties, exprimer C),(A) en fonction de / 5 undu
1 u
et de A.

+00
I - 4.2. En déduire que C,,(A) a une limite quand A — +o0, prouvant |'existence de / sin(¢")dt pour tout n € N,
1
n > 2.
T - 4.3. Application 2.

+oo
Déterminer lim n/ sin(¢")dt grace a K calculée en I-2.5.
0

n—-+o0o

Partie II : étude de séries de fonctions

IT - 1. Un premier exemple.

+o0o
IT - 1.1. Pour tout = €] — 1, 1], calculer F(z) = Zw” ainsi que F'(z).

n=1
II - 1.2. Déterminer lim F(x), lim(1 — z)F(z), lim(1 — z)F’(z) et lim(1 — z)*F'(z).

<l <l <l <l

x—1 x—1 x—1 x—1
II - 2. Un deuxiéme exemple.

+oo n
Dans cette question, pour tout €] — 1, 1], on pose cette fois : F/(z) = Z z
’ b ' LT —am

IT - 2.1. Soit a €]0, 1]. Prouver la convergence normale de cette série de fonctions sur le segment [—a, a.

En déduire que F' est définie et continue sur ] — 1,1[.

1 _ n
IT - 2.2. Montrer que, pour tout = €]0,1[ et tout n € N*, on a 1 m <n
—x
En déduire lim F(z) et lim(1 — z)F(z).
<l <l
rz—1 r—1
+00 n
x : —In(1 —x)
0] dmett Vee]l—-1,1, —In(l —z) = — et établ Flz) > ———~
n pourra admettre que Vx €| [, —In(1 — x) E — et établir que (x) > .

n=1

IT - 3. Dans cette question, f est une application réelle continue et croissante sur [0, 1] avec f(0) = O et telle que

flu

u —

soit intégrable sur |0, 1].

u
Soit  €]0,1].
. e alita L[
IT - 3.1. Justifier I'existence de G(z) = f(z")dt et I'égalité G(x) = — ——~du. II - 3.2. Pour tout
0 In(z) Jo

n € N*, justifier I'encadrement :

n+1 n
/ f(zh)dt < f(a™) < / f(xh)dt.
n n—1

+oo
IT - 3.3. En déduire I'existence de F(z) = Zf(x") ainsi qu'un encadrement de F'(x) par deux intégrales dépendant
n=1

de z.
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. b ()
IT - 3.4. Conclure avec soin que lim(1 — z)F(z) = / ——du.
<l 0 u
z—1

IT - 4. Un dernier exemple.
+oo

Pour tout x €| — 1, 1], on pose enfin cette fois : F'(z) = — Zln(l —z").
n=1

IT - 4.1. Montrer que F est définie et de classe C' sur | — 1,1 et exprimer sa dérivée sous la forme d’une série de
fonctions.

1
ln(ui du étudiée en I-3.

IT - 4.2. Grace a II-3.4, montrer que lim(1 — z)F(x) = /
z<l

u —
rz—1 0

1T - 4.3. Par une méthode similaire a celle de II-3, montrer que :

I (1- )2+§ nz" \ 1ln(u)d
poy o 1—an | Ou—lu'

z—1 n=1

En déduire lim((1 — z)2F'(z)).
<l

Exercice 2

Pour tout réel x et tout entier naturel n non nul, on pose :

Pue) = [ en (2).
k=1

el + et

ot Vt € R, ch(t) = 5

1. Soit x réel fixé. Pour n € N*, exprimer P,1(z) en fonction de P,(z) et ch ( j_ 1).
n

En déduire que la suite (P, (x)),en+ est croissante.

2. Démontrer que la suite (P,(z))nen+ est convergente, pour tout = € R.
On pourra montrer la convergence de la suite (In(P,(z)))nen+ avant de conclure.

3. Soit z € R. On note ¢(x) la limite de la suite (P, (x))nen=.
(a) Montrer que ¢ est paire sur R. Montrer que ¢ est croissante sur R", décroissante sur R™.
(b) Démontrer que la fonction ¢ est continue sur R.

1

4. (a) Prouver que la fonction t — YO dt

1 oo
est intégrable sur R et calculer /
ch(t) 0

On pourra utiliser le changement de variable t = In(u).

1
(b) En déduire I'intégrabilité sur R™ de la fonction —.
P
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