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Le barème tiendra compte de la longueur extrême du sujet.

Toute a�rmation doit être justi�ée. Les calculatrices sont interdites

Tout résultat doit être encadré voire souligné

Exercice 1

Dans tout l'exercice n est un entier naturel

1. Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Le sous-espace Im(u) est-il stable par l'endomorphisme u ?
Justi�ez votre réponse.

2. Soit u l'endomorphisme de E = R4 dé�ni dans la base canonique B = (e1, e2, e3, e4) de E par

u(e1) = e3, u(e2) = e4, u(e3) = u(e4) = 0

(a) Déterminer Im(u), Ker(u), rg(u). A-t-on E = Ker(u)⊕ Im(u) ?

(b) L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

(c) Ecrire dans une base de Im(u) la matrice de l'endomorphisme induit par u sur Im(u).

3. Soit A ∈ Mn(R) et λ une valeur propre de A. Que peut-on dire de la dimension du sous-espace vectoriel
Ker(A− λIn) où In désigne la matrice identité deMn(R) ?

4. On suppose que A ∈ Mn(R) possède n valeurs propres distinctes. Donner, en le justi�ant, l'ordre de multi-
plicité de chacune de ces valeurs propres dans le polynôme caractéristique.

On identi�e le vecteur V ∈ Rn et la matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique.

On munit l'espace Rn du produit scalaire usuel (X|Y ) = tXY .

M est une matrice deMn(R) possédant n valeurs propres distinctes λ1, . . . , λn.

Pour tout k ∈ [[1, n]], on choisit un vecteur non nul Vk ∈ Ek = Ker(M − λkIn).

5. Montrer que tM est diagonalisable dansMn(R) et admet les mêmes valeurs propres que M .

On choisit alors pour tout k ∈ [[1, n]] un vecteur Wk non nul de Ker(tM − λkIn).

6. Prouver que ∀i 6= j, tViWj = 0.

7. Démontrer que ∀i, tViWi 6= 0.

Pour tout k ∈ [[1, n]], on note Bk =
1

tVkWk

(Vk
tWk).

8. Exemple : soit A =

(
1 1
0 2

)
. Véri�er que A possède deux valeurs propres distinctes λ1, λ2 telles que λ1 < λ2.

Déterminer les matrices B1 +B2 et λ1B1 + λ2B2.

9. On revient au cas général

Soit k ∈ [[1, n]]. Déterminer le rang de Bk. Calculer B
2
k. La matrice Bk est-elle diagonalisable dansMn(R) ?

10. Déterminer P =
n∑

k=1

Bk et Q =
n∑

k=1

λkBk.

11. Soit r ∈ N. Déterminer Gr =
n∑

k=1

(λk)rBk.
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Exercice 2

E est un espace euclidien de dimension n > 1 muni du produit scalaire (x, y) 7−→ (x|y). On rappelle qu'un
automorphisme de E est un endomorphisme bijectif de E. On considère un automorphisme u de E qui véri�e
la propriété (1) :

(1) ∀(x, y) ∈ E × E, (u(x)|y) = −(x|u(y)).

12. Soit B = (e1, . . . , en) une base orthonormée de E. Soit A la matrice de u dans la base B.
(a) Étant donnés deux entiers i, j compris entre 1 et n, on note ai,j le (i, j)-ème coe�cient de A. Justi�er :

ai,j = (u(ej)|ei).

(b) En déduire l'égalité : tA = −A.
13. Montrer que l'entier n est un nombre pair.

Indication : On pourra considérer le déterminant de la matrice A.

14. On appelle v l'automorphisme égal à u◦u. Montrer que v est un automorphisme diagonalisable dans une base
orthonormée de E.

15. Soit λ une valeur propre réelle de v, montrer que λ est strictement négative.

16. On note x un vecteur propre de l'automorphisme v associé à la valeur propre λ et F le sous-espace vectoriel
de E engendré par x et u(x).

(a) Montrer que la dimension de F est égale à 2.

(b) Montrer que F est stable par l'automorphisme u, en déduire que l'orthogonal F⊥ est aussi stable par u.
On notera uF et uF⊥ les applications induites par l'automorphisme u sur les sous-espaces vectoriels F et
F⊥.

(c) Soit λ une valeur propre réelle de v, on pose a =
√
−λ. Montrer qu'il existe une base orthonormée B′ de

F telle que la matrice de uF dans la base B′ soit égale à

(
0 −a
a 0

)
.

Indication : On pourra considérer les vecteurs e′1 =
1

‖ x ‖
x et e′2 =

1

a ‖ x ‖
u(x).

(d) Montrer que l'endomorphisme uF⊥ est un automorphisme véri�ant la relation (1).

17. On suppose dans cette question que l'espace euclidien E est de dimension 4. Soit u un automorphisme de E
véri�ant la relation (1).
Montrer qu'il existe une base orthonormée B” de E et deux réels α et β non nuls tels que la matrice de
l'automorphisme u dans cette base soit égale à :

0 −α 0 0
α 0 0 0
0 0 0 −β
0 0 β 0

 .
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Exercice 3

Objectifs

On considère deux exemples de fonctions indé�niment dérivables sur R et on s'interroge sur l'existence d'un
développement en série entière dans un voisinage de 0 pour ces fonctions.

On considère la fonction f dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, f(x) =

∫ +∞

0

e−t(1−itx)dt.

18. Montrer que la fonction f est bien dé�nie sur R.

Pour tout p ∈ N, on note Γp =

∫ +∞

0

tpe−tdt.

19. Pour tout p ∈ N, justi�er l'existence de Γp et déterminer une relation entre Γp+1 et Γp.

20. En déduire, pour tout p ∈ N, la valeur de Γp.

21. Montrer que f est indé�niment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N, f (p)(x).

22. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p>0

f (p)(0)

p!
xp.

La fonction f est-elle développable en série entière en 0 ?
On considère la fonction g dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, g(x) =
+∞∑
k=0

e−k(1−ikx).

23. Montrer que g est indé�niment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N, g(p)(x).

24. Montrer que pour tout p ∈ N, on a :
∣∣g(p)(0)

∣∣ > p2pe−p.

25. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p>0

g(p)(0)

p!
xp.

La fonction g est-elle développable en série entière en 0 ?
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