Correction du DS5 de mathématiques, proposé le 30/1

Exercice n°1

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1 n
Question 1 : Discuter, selon oo € R, lim <1 + a> .
n

n—-+o0o

(On pourra prendre un ou deux exemples pour commencer).
1 n
Pour o =0 : Vn € N*, (1+> =2" — +oo0.
n n—+o00
In(1+ 1)

1 n
Pour o =1 :Vn € N*, 1+a) —enn(+3) — ¢ % — el=e.
n

n—-+oo

On voit qu'il y a plusieurs cas a traiter :

n—-+oo n——+oo

1 n
~ Sia<0:aloss & — 4ocet lim (1+> .,
na

n—-+o0o

1 n
— Sia=0:o0onavu lim <l—|—> = +o00.
nOt

— Sia>0: alors n% — 0. On écrit alors :

n—-+4oo
1\" In(1+ L In(1+ &
Vn € N*¥, (1 + Q) — enIn(l+5w) exp (na(ln)) = exp (nl—a % (1n)>
n n o -
il—a>0
In(1 In(1 + -4 oo sl
On sait que lim M =1,onadonc lim M = 1.Deplus, lim n'™® = 1 sil—a=0.
z—0 X n—+00 porey n——+00
Par composition avec exp, on conclut :
1\" 400 sia<1
lim (l—i—a) = e sia=1
e " 1 sia>1

Question 2 : Soit n et p deux entiers naturels non nuls.
Combien y a-t-il d’applications strictement croissantes de [1;n] dans [1;p] ?

Tout d’abord, une application strictement croissante est injective et donc si m > p alors il n’y a pas
d’application strictement croissante de [1;n] dans [1;p]. Supposons donc n < p.
Une application f strictement croissante de [1;n] dans [1;p] est définie par la donnée de

L<f() < f(2) < < f(n) <p.

Il y a donc autant de telles applications que de parties de [1;p] & n éléments c’est-a-dire (2 ) Puisque
(Z ) = 0 lorsque n > p, cette formule est valable dans tous les cas.

Finalement, |il y a (Z ) applications strictement croissantes de [1;n] dans [1;p] |

uestion 3 : déterminer la décomposition en éléments simples sur R de .
Q P P (X +1)2(X2+1)
Le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, on n’a donc pas de division
euclidienne & poser.
Le dénominateur est déja sous la forme d’un produit de facteurs irréductibles, on en déduit qu’il existe
un unique quadruplet de réels («, 3,7, d) tel que :

X a 8 VX 46

XriEEsD X+l weE txrgn ™

En multipliant les deux membres de (%) par (X + 1)? puis en évaluant en X = —1, on obtient 8 = —%.

0 sil—a<0



On a donc

X ! —% vX +6 9 1, 9 9
= — X =a(X+1)(X*+1)—=(X"+1 X+0)(X+1
(X+12(X2+1) X+1 (X1 X2+1 XA X 5 (DX HO)(XH)
a+v=0 o+ v =0
1 1
. . . a—5+2y+6=0 at 2y+ & =3
En identifiants les coefficients on a aty+20=1 = at 4+ 20 =1
a—5+6=0 a+t 5§ =1
On travaille avec la matrice augmentée du systéme :
11 00 1 1 0]0 11 0|0 1 0 0]0
12 1|3 0 1 1|13 01 1 % 01 0|0
1 1 2(1 fcfo0 0 2{1 )| 00 T1{3 ]zc| 00 1|3
10 1|3 0 -1 1|3 00 2|1 0 0 0[O0
1
X ) 3

Finalement, la solution du systéme est («,~,d) = (0,0, %) et : X T 1225 1) = X +1)7° + XT 1

1
d

Question 4 : Pour n > 1, on note [, = / 796.

o (T+a?)n

Trouver une relation entre I, 1 et I,,. En déduire la valeur exacte de Is.

. . N . ’U/ = 1 u=2x
Soit n > 1, on intégre I,, par parties en posant - 1 et /. —9nz .Ona:
U= Gxeon U= [ga2)nit

1 1 2 1 2
x x 1 (1+2%) -1 1
e Luﬁ)n]o”"/o o %= g 20 | (et = g 2l = L)

1 1
On a donc Vn € N*, (2n — 1)1, + 5= =2nl,4q <= |Lp1 = (1 — %) nt S|
1 1 1
Comme I; = [Arctan x]é = %, on déduit = (1 — 5)11 + 23 = g + 1l
-7 0 -8
L’objectif de ce probléme est de s’intéresser, a travers I’exemple de la matrice A= 4 1 4 |, ala notion
4 0 5

de commutant d’une matrice carrée.
Dans la premiére partie, on observe quelques propriétés de A, dans la seconde (qui est indépendante de la
premiére) on définit le commutant d’une matrice carrée et on en établit des propriétés. Dans la derniére partie,

largement indépendante de la deuxiéme, on détermine le commutant de A.

I. Quelques propriétés de A.

-2 0 1
Onpose P=|1 1 0
1 0 -1

(a) Montrer que P est inversible et déterminer P~1.
On procéde en échelonnant et en réduisant la matrice augmentée d’une colonne B et on obtient aprés
1 0 0| —by—bs
calculs (P|B) > 0 1 0|b1+0ba+bs
0 0 1| —by—2bs

-1 0 -1
On en déduit que P est inversibleet que P~'=| 1 1 1
-1 0 -2




(b) Montrer que P"*AP = D avec D =

o = O
= O O

‘ On calcule et on vérifie P~1AP = D |.

(¢) Calculer, pour tout n € N, D™. En déduire la matrice A™ en fonction de n € N.

(=3 0 0
OnaVneN, D" = 0 1 0
0 0 1

Il suit que, pour tout entier naturel non nul n :

0 0
A" = (ppPY)"'=PD"P'=P( 0 1 0|P!
0 1

0

( )"0 2(=3)"-1)
Apres caleuls : |Vn > 0, A" = —(=3)" 1 1-(=3)"
(-3 02— (-3

II. Commutant d’une matrice carrée.

Définition :
Soit n € N* et B € M, (R).
On appelle commutant de B et on note C'(B) I’ensemble des matrices qui commutent avec B. Autrement dit :

C(B) = {M € M,(R) / BM = MB}

Soit B € M, (R).
(a) Justifier que C(B) est non vide.

‘La matrice nulle est dans C(B) donc C(B) est non vide ‘

(b) Montrer que C(B) est stable par combinaison linéaire, autrement dit :
Y(M,M') € C(B), Y(\, u) € R®, AM + uM’ € C(B).
Soit M et M’ deux matrices de C'(B), A et p deux réels. On a :

(AM + pM')B = AM B + uM'B = ABM + uBM' = BOM + uM’)

On en déduit que AM + pM’ est dans C(B) et donc ’ C(B) est stable par combinaison linéaire ‘

(c) Montrer que C(B) est stable par produit, autrement dit : V(M, M') € C(B), MM’ € C(B).
Soit M et M’ deux matrices de C'(B). On a :

MM'B=M(M'B)=MBM' = (MB)M' = BMM'

On en déduit que MM’ est dans C(B) et donc ’ C(B) est stable par produit ‘

(d) Montrer que C(B) contient au moins une matrice inversible.

I,, est dans C(B) et donc ‘ C(B) contient au moins une matrice inversible ‘

(e) Montrer que si M € C(B) est inversible, alors M ~! € C(B).
Soit M une matrice inversible de C(B) (c’est légitime d’apreés la question précédente), on a :

MB=BM <= M *MB=M"'BM
< B=M"'BM
< BM'=M"'BMM!
< BM'=M"'B

On en déduit que M~! € C(B) et donc ‘ C(B) est stable par passage & I'inverse ‘

(f) C(B) est-il stable par transposition ?
Soit B = ;) Z) Clairement, B € C(B) (c’est vrai pour toute matrice). On calcule et on observe

que BB # B'B et dont !B n’est pas dans C(B).

‘Finalement, C(B) n’est pas stable par transposition ‘




III. Commutant de la matrice A.

(a) Prouver que, pour toute matrice M € M3(R) on a :
M e C(A) < P 'MPeC(D)

Procédons par équivalence. Soit M une matrice de M3(R) :

MeC(A) + MA=AM
< MPDP'=PDP M
< P 'MPD=DP'P
<~ P 'MPeC(D)
a 0 0
(b) Montrer que C(D) est I'ensemble des matrices de la forme |0 b ¢ | avec (a,b,c,d,e) € R:.
0 d e
a a B
Soit M= |+ b c| € MyR).
0 d e
On calcule DM et MD et on a M € C(D) si, et seulement si DM = M D c’est-a-dire :
a=—3«a
—3a —-3a -38 -3a a p 3—_33
vy b c =|-3y b c¢| = — _3 — a=p=7=5=0.
§ 4 e 35 d e F

a 0 0
Finalement, | C(D) est 'ensemble des matrices de la forme | 0 b ¢ | avec (a,b,c,d,e) € R*.
0 d e

(¢) En déduire que les matrices de C'(A) sont les combinaisons linéaires de cinq matrices que I’on précisera.
Soit M une matrice de M3(R). D’aprés la question (a), M € C(A) si, et seulement si, P"!MP €

a 0 0
C(D), c’est-a-dire si, et seulement si P~*M P est de la forme [0 b ¢ | avec (a,b,c,d,e) € R En
0 d e

utilisant les matrices de la base canonique de M3(R) on a donc :
M e C(A) — P 'MP= aELl + bE272 + CE2)3 + dEgyg + €E3)3
En multipliant a4 droite par P~! et & gauche par P on obtient :

M€ C(A) <= M =aPE, 1P +bPEy 3P~ + cPEy 3P ' + dPE3 2P~ ' + ePE3 3P

Finalement, ‘C(A) = Vect(PEy 1P, PEyoP~Y PEy 3P}, PE3 2P~ 1 PEs 3P~ 1) \




