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Durée : 4h. Des points seront attribués pour la présentation des copies ainsi que la qualité des rédactions.

Le baréme tiendra compte de la longueur extréme du sujet.

Toute affirmation doit étre justifiée. ’Les calculatrices sont interdites\

Tout résultat doit étre encadré| voire souligné

Exercice 1

Tt
On pose, lorsque cela est possible  f(z) = / t—
1 X

1.

2.

2 —1
Déterminer I'ensemble de définition I de f.

+00 d
En justifiant son existence, calculer / _
0 et +e™"
Calculer f(1). On pourra utiliser Uapplication ¢ : u > 0~ ch(u).

sh(z)
ch(z)

Calculer f(2). On pourra remarquer que la dérivée de x +— est égale a x —

ch?(x)’

5. Vérifier que f est positive sur 1.

Montrer que f est décroissante sur .

7. Prouver que f est de classe C" sur I et préciser I'expression de f'(x). Retrouver alors le résultat de la question

11.
12.

13.

14.

15.

précédente.

. Soit x € I. Démontrer la relation

T+ 1f(x)

On pourra effectuer, en la justifiant, une intégration par parties.

fla+2)=

. Soit p € N*. Donner |'expression de f(2p) a I'aide de factorielles.
10.

Pour tout réel x > 0, on pose
p(r) = af (@) f(x+1)
Prouver que ¢(z + 1) = ¢(x). Calculer p(n) pour tout n € N*,

En utilisant la question précédente, déterminer un équivalent de f(z) quand z — 0.

Vérifier que Vn € N*, f(n)f(n+1) = 21 En déduire que
n

T
n) ~ —
f( )n~>+oo on
neN*
En utilisant des parties entiéres, prouver que
T
fl@) ~ 4o

T—>+00 2x

Déduire des questions précédentes le tableau des variations de f sur I et tracer sa courbe représentative dans
un repére orthonormé.

Prouver que la fonction ¢ est constante sur R™.
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'Probléme 1]

Pour tous entiers strictement positifs n, p, M,, , (R) désigne I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a
coefficients réels. Pour tout entier n > 1, on note M,, (R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients

réels. I, désigne la matrice identité d'ordre n.
Pour une matrice A, AT désigne sa matrice transposée

Partie |
Soit A la matrice de M3 (R) définie par
1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1

1. Montrer que la matrice A est diagonalisable.
2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

3. Déterminer une relation entre A2, A et I,,.
En déduire une relation entre A", A™ et A"~ pour tout entier n > 1.

4. Montrer par récurrence qu'il existe deux suites (), oy et (Un),cy telles que
uTL Un U'I’L
VvneN, A= v, u, v,

Un Un Up

qui vérifient la relation de récurrence

U = u 2U,,—
VTL Z 17 n+1 B n + 5 n—1
Un+1 = Up + Up—1

5. Déterminer, pour tout entier naturel n, |'expression de u,, et v,, en fonction de n.

Partie 1l

Dans toute cette partie, on se fixe un entier n > 1. Soit A une matrice de M,, (R). On suppose qu'il existe deux
matrices U, V' de M,, (R) et deux réels X et p tels que Ap # 0 et A # p vérifiant :

A= XU +pV (1)
A% = NU + p°V (2)
AP = NU + 1PV (3)

1. Exprimer U et V en fonction de A et A”.

En déduire que
A% = (N +p) A% — \uA.
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2. Montrer que, pour tout entier p > 1,
AP = NPU + PV,
3. Soit f I'endomorphisme de R" dont A est la matrice dans la base canonique. On note f? = fo---o f la pi™®
composée de f. Soit p € N*.
(a) Montrer que Ker f C Ker f7.

(b) Montrer que pour tout z € R",
AfPH (@) = (A + p) f7 () — [P (@)

(c) En déduire que Ker f? C Ker f.
(d) Montrer que rg (A) = rg (AP).

Partie Il

On se donne toujours un entier n > 1 fixeé.

Uy 01
Soit U et V' les matrices colonnes : U = : V=

Up Up

On suppose U et V non nulles. Soit a un réel et A la matrice définie par
A=al, +UVT.

1. Montrer que VT U est un réel que I'on exprimera en fonction des coefficients u; et v;.

2. Montrer qu'il existe un réel k tel que (UVT)2 =k (UVT).
En déduire qu'il existe deux réels o et 3 tels que A* = oA + BI,.

3. On note A = (ajj),, ;<,- Donner I'expression de a;; en fonction de a et des coefficients de U et V.
En déduire que Tr (A) = na + VIU.
4. Exprimer « et [ en fonction de a et de Tr (A).

5. Soit A une valeur propre de A. Montrer que \? est une valeur propre de A2
En déduire que A\ vérifie I'équation
M —a\—pB=0.

6. Montrer que les seules valeurs propres possibles de A sont
AM=a et AM=Tr(A)—(n—1)a.

7. On suppose que Tr (UVT) # 0 et on considére les sous-espaces vectoriels F et Ey définis par
Ei={X €M, (R), AX =\X}.

(a) Montrer que £y N Ey = {0}.

(b) Montrer par analyse-synthése que, pour tout vecteur colonne X, il existe X; € F; et Xy € Ej tels que
X =X+ X..

(c) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

8. Montrer que la matrice A de la premiére partie est de ce type.
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