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ATS 2019

1. On s'intéresse tout d’abord a la nature de I'’ensemble D.

(a) Tracer dans le plan R? les quatre droites d’équations z +y =2, z+y=—2, 2 —y=2et x —y = —2. Sur
la figure, indiquer I'’ensemble D.

Représentation graphique de I'ensemble D (partie grisée).

(b) Montrer que si (z,y) appartient 8 D, alors (z,—y) appartient encore a3 D. Quelle symétrie posséde
I’ensemble D7

[z +y| <2 [z — (=y)|
(x,y)€D©{|x_y|§2 & |

L’ensemble D est symétrique par rapport a I'axe des abscisses.
(c) Montrer que I'ensemble D posséde une symétrie centrale que I'on déterminera.
La représentation graphique nous invite a penser que D est symétrie par rapport au point (0,0). En effet :

&+ y| <2 —r -y <2 —z) + (—y)| < 2
(”“””ED@{M—ZQ @{ Catyl<2 @{ ;E—:m—(—z)lsz &=y eD.

(d) Répondre sans donner de démonstration aux questions suivantes : I'ensemble D est-il ouvert dans R??
Est-il fermé dans R??

D n'est pas ouvert dans R?. D est fermé dans R2.

2. Montrer que la fonction f est bornée et atteint ses bornes sur I'ensemble D.

e f est continue sur I'ensemble R? comme somme et composée de telles fonctions. ;
e D est bornée car D est inclus dans le carré de sommets (-2, -2), (2,—2), (2,2) et (—2,2) :

|z +y| <2 —2<z+y<2
(w,y)ep‘:}{p«_mgz —2<z—y<2
Donc
—4<2r <4
wner — | GE0E]
puis
—2<zxz<2
(x,y) €D = {—2§y§2

En conclusion, D est une partie fermée et bornée de R? et f une fonction continue de R? dans R. Par conséquent f
est bornée sur D et atteint ses bornes sur D, d’aprés le théoréme des bornes atteintes.
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3. (a) Déterminer le gradient graa f(z,y) de f en tout point (z,y) de O.
of

. 0 - : :
Les applications 0—f et —— sont définies et continues sur O, la fonction f est de classe C! sur O et nous pouvons
x

déterminer le gradient de f en tout point (z,y) de O.
Calculons les dérivées partielles de f par rapport a ses deux variables :

. g(m ) = 2z L
oz Y a2 4y241 '
. g(gg )_273/
Ay Y 24241

22z L)

2?2+y?+1 a4y’ 41/

(b) Montrer que (1,0) est I'unique point critique de la fonction f dans O.
Soit (z,y) est un point critique de f alors

Donc @ flz,y) = (

2x
——————1=0 2 2
— B 22+ 2 +1 2r—x2"—y"—1=0
gl fe) =00 &3 TR B
2 +y?+1
donc )
—1 B (x—1)*=0 r=1
Donc (1,0) est I'unique point critique de la fonction f dans O.
L, . 0*f 0% f , 3
(c) Sans calculer les deux dérivées partielles secondes (z,y) et (z,y), montrer qu’elles sont néan-
0xdy oyox

moins égales pour tout (z,y) € O. Vous utiliserez un théoréme bien choisi que vous énoncerez et dont
vous vérifierez les hypothéses.

Nous allons utiliser le théoréeme de Schwarz :

Soit n € N*. Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert U de R", alors

0% f 0’ f
Va e U, Y(i,j)e{l,...,n}?, = .
a ()€ (@) = g a
: L : 0% f o’f . : 2 N
Ici les dérivées partielles et existent et sont continues sur O donc f est de classe C* sur O. Le théoréme

oxdy  Oyox

de Schwarz s’applique et nous avons en particulier " (x,y) = - (z,y)
warz u us av uli = .

(d) Pour (z,y) € O, donner une expression des dérives partielles secondes notées

O*f O*f 2f
T($7y) - W(xay)v S(x7y) - axay(x>y) et Tyg(icay)
2=+ Yyt + 1)
r@y) = e e
@9 = e
RN P}
DY )

(e) Donner les valeurs de 7, s et t au point(1,0). L’évaluation de la fonction 7t — s* au point (1,0) permet-elle
de conclure sur la nature du point critique (1,0)?
Nous avons r(1,0) = 0, s(1,0) =0, £(1,0) = 1 et donc (rt — s%)(1,0) = 0.
Le déterminant de la matrice Hessienne est nul et par conséquent il n'est pas possible a ce stade de conclure sur la
nature du point critique (1,0).
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(f) Rappeler le développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 0 de u +— In(1 + u).

1 1
In(l1+u) =u— §u2 + gu?’ + op(u?).

(g) Donner le développement limité a I'ordre 3 de t — f(1+¢,0)— f(1,0) au voisinage de 0. Le point critique
(1,0) est-il un extremum local de f?

FA+6,0)—f(1,0) = In((1+)*+1)—(1+t)—In(1*+1)+1
In(2 4 2t + %) — t — In(2)
= ln(l—l—t—l—%tz)—t

) =5 (1 52) +3 (14 52) + o
= (t+2£2) - = (t+ =t —(t+ =t t
(+2 5\+5 +3 +5 + 0o(t°)

FOL+4,0) — £(1,0) —ét?’ oo (t)

Si (1,0) est un extremum local de f, alors la fonction ¢t — f(1 4 ¢,0) admet un extremum local en t = 0. Or
3

t . .
f(1+1¢,0) = f(1,0) — 6 + 0p(t®) est monotone sur voisinage de t = 0. Il y a contradiction et (1,0) n'est pas un

extremum de f.

CCINP PC 2016 sauf partie |

PARTIE 1. ALGEBRE LINEAIRE ET PROBABILITES

Soit n € N tel que n > 2. On note .# la famille de R,,[X] constituée des polynémes (po (X)), p1n(X), ... Pnn(X)).
4.

4.a) e Montrons que ¢, et B,, sont des applications linéaires :
soit (P, Q) € (R,[X])?, soit A € R,
on( AP+ Q) =nXA\P+Q)(X)+ X1 - X)A\P+Q)(X) = AnXP(X)+ X(1 - X)P'(X)]+ [nXQ(X) +
X(1- X)QI(X)] = Apn(P) + ¢n(Q).

n

B,0P+Q)X) = Y0P +Q) (M) pnx) = AX P () +ZQ( ) prnlX)
k=0 :

k=0
= )\Bn(P) + Bn(Q)
e Par ailleurs, montrons que R,,[X] est stable par ¢, et B,

Soit P € R, [X], ¢n(P) € R,[X], car, en notant P = Z arpX*,

k=0
pour tout 0 < k < n, on a @, (X*) =nX* 4+ X(1 - X)kX* 1 = (n —B) XM 1 kX% a un degré k +1 < n si
ke [[O n—1], et v, (X™) = nX™ a un degré n, donc, Vk € [0,n], on(X") € R,[X], ainsi, ¢, (P) € R,[X].

k
Et, B,( ZP( )p;m X) € R,[X], car P (;) € R et pour tout k € [0,n], prn € Ry[X].

’Ainsh ©n et By, sont des endomorphismes de R,,[X] ‘
4.b) Soit k € [0,n],
Pn(Prn)(X) | = nXppn(X) + X (1= X)p,(X)

— nX <Z> X*(1 - X)"F 4 X (1 - X) KZ) EXFL (1= X))k - <Z> X*(n—k)(1 — X)”"‘“"l:

) R () B s (4 B
— Z Xk+1(1—X)n_k+k‘ Z Xk(l_X>n—k+1
= k() )xra -0 X - X) = k<Z>Xk(1 = X)"H| = kppa(X)
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4.c) D’aprés la question précédente, pour tout k € [0,n], g, est un vecteur propre de B, associé a la valeur propre k
(Car Pkn 7é 0 et @n(pk n) - kpk n)
La famille .7 est donc une famille libre, puisque ce sont n + 1 vecteurs propres de ,, associés n + 1 valeurs propres
distinctes.
Or, dim(R,[X]) =n+1, ’Ia famille .# est donc une base de R,,[X] et ¢y, est diagonalisable‘.

4.d) ’(pn n’est pas bijectif ‘ car @, posséde la valeur propre 0, donc, @, 'est pas injectif.

- k k
Soit P € R,[X] tel que B,(P) = 0 <= ZP(E) Pen(X) = 0 < Vk € [0,n], P(ﬁ) = 0 car
k=0

{pkn / k € [0,n]} est une famille libre.
P posséde donc n + 1 racines distinctes, comme d°(P) < n, P est le polynéme nul. Ainsi, Ker(B,) = {0} <=

B,, est injectif, comme c'est un endomorphisme en dimension finie, | B, est bijectif |.

5. Soit 7 € N* et t € [0,1]. T; suit la loi binomiale %(r,t). On note T,, = T, /r.

5.a) La variable aléatoire qui compte le nombre de succés d’un événement de probabilité ¢ au cours de r expériences
identiques et indépendantes de méme probabilité de succeés ¢ suit la loi binomiale %(r, ).

5.b) Nous avons ’TT(Q) = [0,7] ‘ et, |pour tout k € [0,r], ona P(T, =k) = (;)tk(l — )% = pi,(t) | en effet, on

doit avoir k succés et r — k échecs au cours de nos r expériences et il faut choisir les rangs des k succés parmi les
r expériences.

— 1
5.c) | E(T,) =rt|, | E(T,) = —E(T,) = t| par linéarité de |'espérance.
r

V(T,) =rt(l1—1t)| VﬁziVTr:t(l_t),E T2 = V(T.) + (E(T,))? = rt(1 — t) + r*t*| d’aprés la
V(T =rtl - 1)} |[V(T) = 5V(T) = = (T?) = V(T,) + (B(T))* = rt(1 — 1)
formule de Huyghens, et, E((TT)Q):;E(TE):M 2= -+ :(T—l)

5.d) Pour tout t € [0,1] : Zpk’r(t) = 1| car, T, est une variable aléatoire a valeurs dans [0, 7].

"k "k "k (— k _
Cper(t) = Y CP(T = k) = 3 VP (T, = ) = B(T;) = t| d'apres la formule de transfert.
z_%rpk,() Z_:r ( ) ;CZ:;)T " (T,) aprés la formule de transfer

o 5 mo] - 55 rm-n- £ ()

k=0 k=0 k=0

= E(T)% = (1 — 1) 2 + %t

r

5.e) Les trois relations obtenues a la question précédente sont des expressions polynomiales en ¢ qui sont identiques sur
tout I'intervalle [0, 1], elles coincident donc en une infinité de valeurs, elles sont donc égales. Ainsi, les trois égalités
précédentes sont encore valables pour tout ¢ € R.

6. ’RQ[X] est un sous-espace vectoriel de R,,[X] ‘ en effet, Ro[X] est inclus dans R, [X], 0 € Ry[X] et Ry[X] est stable

par combinaison linéaire.
De plus, nous avons, d'aprés la question précédente, si on pose Py (X) = X* pour k € {0 }

ZPO( ) pin(X) =1 € Ro[X], B, ZPl( ) pin(X) Z pia(X) = X € Rox]
" kN2 1
et, Bn(Py)(X) = (ﬁ) Prn(X) = (1 5) X2+ 5X € Ro[X].
k=0
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L'image par B,, d'une base de Ry[X] est dans Ro[X], donc ’RQ[X] est stable par B, ‘

On note §n I'endomorphisme de Ry[X] induit par By, ; on rappelle que dans ce cas, pour tout P € Ro[X], BNn(P) =
B, (P). On note A,, la matrice de B,, dans la base canonique de Ro[X].

10 0 1— 1 0 0
- 1 n 1 1 1 00
7. 1A, = - = - -0 1 1 :(1——)1 H.
00 1-- 1 000
n 0 0 1— -
8.
100
8.a) H= [0 1 1| estune matrice triangulaire, son polynéme caractéristique est donc X (X — 1)2, 0 est une
0 00
valeur propre simple, son espace propre est donc de dimension 1, et 1 est une valeur propre double, et le rang de
0 00
H—-T=(0 0 1| estl,donc, par théoréme du rang la dimension de |'espace propre associé a la valeur propre
0 00

lest3—rg(H —1)=

Ainsi x g est scindé sur R et pour toute valeur propre réelle A de H, on a dim(Ker(Al3 — H)) = m) la multiplicité
dans le polynéme caractéristique.

’Ia matrice H est donc diagonalisable ‘ d'aprés la condition nécéssaire et suffisante de diagonalisabilité.

1 0 a
8.b) Soit (a,b) eR%, [ 0 1 b :’ @ est inversible |, car c’est une matrice triangulaire qui n’a aucun 0 sur sa diagonale.
0 0 1
1 0 0
8.c) Onsaitque,sionnote £y = 0 |, Ea=| 1 |etEs=| 0 |, HE, = E; et HEy = E», or, pour diagonaliser
0 0 1

H, on prend une base de vecteurs propres pour M3 1(R), et ) la matrice de passage de la base {E1, Eo, E3} ala
base de vecteurs propres.

a 1 00 a 0
Il reste donc a trouver un troisiéme vecteur X = | b | tel que HX =0 < 011 =10
c 0 0 0 0
— { ch()i g avecc= 1 (d’aprés ce qui est demandé), on trouve que X = 1> est I'unique solution. On
prend donc F3 = X.
1 0 O
Ainsi, sionpose Q= 0 1 —1 |, alors, Q est inversible et Q' HQ =D <= |H =QDQ !
00 1
9.
9.a) [ lim (A,) = I3} en effet, pour tout (i,7) € [1,3]% lim (A, =4 & 5 ‘=9
n——+o0 ’ ’ ’ n—-+00 bl 0 si Z#]

9.b) 1 est linéaire, en effet,
Soit (M, M) € (M3(R))?, soit X € R,
YAM + M) = QM + MNQ™L = \QMQ ™ + QM'Q ™ = Mp(M) + (M.
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9.c) 1) est une application linéaire de M3(R) dans M3(RR), et ces deux espaces vectoriels sont de dimension finie, donc,

1) est continue, car linéaire en dimension finie.
mmha}T(M@ M, alors, mn«m@Q yvh?wm@yzmszQMQﬂ.
—+00

&d)NomawmsQ_U%Q::Q_lK1—4>]3+ 1ﬂcg:(1—;ﬁcy4@Q—h+%QHQ—P

mmLQﬂ&Q:(L~0h+ “D=A4,

9.e) Pour n >2, pour £ € N, A = QD!Q™.

1 1\ 1 si i=j
Or, ££+moo(D") =D,car, 0 <1 — < 1= EEI-FOO (1 n) 1, donc, EETOO(D )i { 0 s iti pour
n > 2.
Ainsi, pour n > 2, Zli1Jrrn (Afl) = QDQ ' = H|daprés la question précédente.
—+oo
9.f) Pourn>2, A" = QD"Q .
1 si i=j#3 1\n 1
Ainsi, lim (DI);; =< e ' si i=j=3 pourn>2, car (1 - —) = exp (nln (1 - —)) — el
n—+00 . . n n n—+00
0 si i#j
1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 00
En conclusion, lim (A") = Q|0 1 0 |Q'=/[0 1 -1 01 0 0 1 1| daprésla
e 00 e 00 1/\00 et/ \0o o1
question 9.c).
10 0 1 00 10 0
Do, | lim (A")=|[{0 1 —e! 01 1)=[l0 1 1—¢!
e 00 e*/\0o o1 00 e
PARTIE 2. ANALYSE ET PROBABILITES
Soit n € N*. Pour f une fonction définie sur [0, 1] a valeurs dans R, pour tout = € R on note :
Zf( )pkn
On reprend les notations de la question 5 avec 7 = n. On remarque que dans ce cas, pour tout ¢ € [0,1], 0 a
F(t) = Ba()(t) = E(f(t) = f(Tn)) = D _(f(t) = f(k/n)pk.n(t).
k=0
10.
10.a) Soi Y une variable aléatoire discréte Y admettant une variance, d'aprés la formule de Huyghens, V(Y) = E((Y —
(E(Y))?) = B(Y?) = (E(Y))* 2 0, donc, E(Y?) 2 (E(Y))? = |E(Y) < |E(Y)| < /E(Y?)|
10.b) Pour tout ¢ € [ 1], <|t—T )< \/E(( T )2)
Or, ( ) - 2tT, + T, ) = t* — 2tE(T,) + E(T, ) = par linéarité de l'espérance, ainsi,
1 1, t—t* t(1-
E((t—T ) ) t2 —2t.t + (1——) 2 —t = = -t d’apres la question 5.c).
n n n n
— t(l—t
D'ou, | pour tout ¢ € [0, 1], E(\t—TnD < ( )
n
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11 On suppose dans toute cette question que f est une fonction de classe C* sur [0, 1].

11.a) f est continue sur le segment [0, 1], ainsi, f’ est bornée sur [0, 1], et|il existe donc un réel M tel que|: Vz € [0,1],

/(@) < M,

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, | pour tout (a,b) € [0,1]?, |f(a) — f(b)| < Myla —b] |

Dans toute la suite de cette question, on suppose que My est un réel choisi de telle sorte que :
¥(a,b) € [0,1%, [f(a) = F(O)| < Myla —b];
11.b) Pour tout ¢ € [0,1], comme, T,,(Q) C [0,1] (car T,,(2) C [0,n]), on peut donc appliquer I'inégalité obtenue a la

question précédente.
Ainsi, E(|f(t) — f(T,)|) < E(My|t — T,,|) = MsE(|t — T,|) par croissance puis, linéarité de I'espérance.

Ainsi, d'aprés la question 10.b), | E(|f(t) — f(T)|) < My t(ln_ 2 :

11.c) Pour tout ¢ € [0,1], |f(t) — Bu(f)(t)| = ‘E(f(t) —f(ﬁ))\ < E(|f(t) —f(Tj\), en effet, pour tout variable

=D uP(Y =y)

discréte Y admettant une espérance, |E(Y)| < E(|Y]), carsi Y(Q) = {v;

iel
Z lys|P(Y E(|Y|) puisque ZyZ = y;) est une série absolument convergente.
el
D'ot, E (| f(t) — ) < My

De plus, h: t — t(l —t =t—t*> O est dérivable sur [0,1], et /(t) =1 -2t =0 <= t =1/2, h est croissante
sur [0,1/2] et decr0|ssante sur [1/2,1], donc, Vt € [0, 1], 0 < h(t) < h(1/2) =1/4.

En conclusion, |pour tout t € [0,1], |f(t) — Bo(f)(t)] <

\F .

11.d) On a pour tout ¢t € [0,1],

f(t) = Ba(f)®)] <

’(Bn(f))neN* converge uniformément vers f sur

= a, avec a, indépendant de ¢t et ¢, — 0, donc,

My
7 n—-+00
0,11}

PARTIE 3. INTEGRALES

Soit f une fonction de classe C' sur [0, 1].

12. = — By Z f( )pkn (x) est continue sur [0, 1] comme composée et somme de fonctions continues, et,

(Bn(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

Donc, nli}riloo (/01 Bn(f)(:n)dw> = /01 nli)rfoan(f)(x)d:r = /01 f(x)dz

1

n+1kzi:0f<fz>'

13.a) Pour tout a € N* et b € N, on pose u(z) = z%, v(z) = (1 —2)°, v/(z) = az®" !, et, v(z) = —

13. On note S, (f) =

et v sont de classe C' sur [0, 1],

1 a 1 a 1
N a(] _ )b _ / a=l(q] _ p\b+1 _ / a—l(q] _ )b+l _
d’ou, /0 z%(1 — z)’dz = [u(z)v(z)] + A 27 (1—z)’de b1 ), 27 (1 —z)de

Corrigé DS 7/10



S+ CPGE spe Pc | Corrigé DS n° VI Mathématiques' lycée A. Brizeuz
‘ Brizeux M.Roger 2020-2021

Quimper vendredi 19 mars

1 1
13.b) Pour tout n € N. Soit Py, la propriété : / Prn(z)dr = )
0 ’ n-+1
1 1 (1 _t>n+1 1 1
* Py est vraie, / d:/ 1-)"der = |-——F———| = .
o est vraie, car ; pon(z)de ; ( )dx { Wkl ), ntl

* Supposons Py vraie, et montrons que Py 1 est vraie avec 0 < k+ 1 < n.

1 n k+1 1 n
k+1 1— n—k‘—ld — k 1— n—k:d )
/o (k:+1)x (1-2) S— <k+1>w( @) de

E+1( n (k+1)n! n! n

O 2 k<k+1> n—k)k+)n—k—10! kn—k! (k)
I ! n k+1 n—k—1 _ ! n k n—k _ 1 ' N
Ainsi, /0 (k N 1>x (1—2x) dz = /0 . )e (1 —2)" "dz = T d’aprés Pg.

* En conclusion, ’pour tout n € N, tout k& € [0, 7] ‘ Py est vraie,

1 1
c'est a dire que / " 2%(1 — )" *dx est indépendant de k et vaut —— |.
o \k n+1

13.c) Soit f une fonction de classe C' sur [0, 1],

i S0 =i 3 (3) = i 35 (5) [ peatonas =t ([ s = [

d’aprés les questions 12. et 13 b)

14. Si f est continue sur [0, 1], ET Sn(f) :/ f(z)dx | car Sy, (f) est une somme de Riemann attachée a f fonction
n oo 0

continue sur [0, 1].
15. Soit (a,b,c) € N3 tels que a 4+ b < ¢ — 2.

. . (1 i .
15.a) Soit = € [0, 1], la fonction g : u +— W est continue par morceaux sur R.
u
De plus,
a b b b
*sizx #£0, glu) ~ ut(zu) ~ T avecc—a—b>2>1, donc u — T est intégrable sur
U— 400 uc u—doo qc—a—b uc—a—b
[1, 4o00].
u(l
* g g ~ _ ~ —_ > i &
siz=0, g(u) ol e w e mea etc—a>b+2>1, donc, ur g(u) est intégrable sur [1,4o00].
T 1
Ainsi, | lI'intégrale / wdu est convergente |.
0 (1+u)e
(1 4 zu)® o L e
15.b) Pour b > 1,|la fonction F : x Tdu est de classe C* sur [0,1]|d'aprés le théoréme de dérivation
u
des intégrales a paramétre, en efFet,
1
* Pour tout u € Ry, z — h(z,u) = w est de classe C* sur [0, 1].
(1+u)e
a
1 . .
* Pour tout = € [0,1], u— h(z,u) = u((li_x;i) est continue par morceaux et intégrable sur R, car a + b <
u

c—2.
ubu(l +zu)’t  ubu(l + zu)b!

* Pour tout z € [0,1], u %(:c,u) = (T u)F = 0T est continue par morceaux.
* Domination : . - . b1
oh aTi(1 - a1 -
Pour tout = € [0, 1] et pour tout u € R, %(x,u) —[n.Y ((1 jj)z) < b2 (1( ++U;Lc) = p(u).

Et, ¢ est continue par morceaux, positive et intégrable sur R, d’aprés la question 15.a), car a + 1 € N,
b—1eN ceNeta+l+b—-1=a+b<c—2.
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1—-t+¢ 1

t
15.c) |La fonction h: t + —— estdeclasse C! sur [0,1[] et W' (t) = = > 0 pour

1-1¢

_ +)\2 12
0,1 — [0, +o0] (1—1) (1-1)

t € [0,1].
h est donc continue et strictement croissante sur [0, 1], ’elle est donc bijective de [0, 1] sur [0, 4+00] ‘

. . t . Foo @ . .
15.d) On fait le changement de variable u = 13 dans I'intégrale F'(0) = / %dx, ceci est possible d’apres la
0

14 u)

dt oo gy
question précédente. Et, on a du = a—02 F(0) :/0 mdx converge.

t \@
(17—75) dt /1 i /1 a c—2—a

_ = dt= [ t*(1—¢ dt.
1+ ﬁ (1 _ t)2 0 (1 _ t)a+2—c 0 ( )

Nous avons a € N, et c —2—a € [0,c— 2], carc—2—a > b > 0, donc,

1
On obtient, F(0) :/
o (

EE | 1 1 allc—a—=2),, . :
F(0) = / @pa,c—Q(t)dt = (622) = = 1) d'apres la question 13.b).

a

+oo a
Onaalors F/(1) = / ﬁdx, avec le méme calcul que précédemment en remplacant cparc—b > a+2 > 2
Jo U
S| al(c—b—a—2)!
t —b—a—-22>0, bti tFl:/i _p—2(t)dt =
et avec ¢ a > 0, on obtient | F'(1) A (C_Z_Q)I)CL,C b—2(t) (c—b—1)

PARTIE 4. SERIES DE FONCTIONS

Soit k € N*. Pour n € N, et t € [0, 1], on note :

16.

17.

18.

falt) = { Pra(t) S n 2R g pen que fult) = (Z)t’“(l —t)F si n>k

0 sion <k 0 si n<k
L | (1 _n(n—l)...(n—k+1) nfl“ B .
Soit k € N¥, (k) F(n — = ol e T carpourifixétentreOetk—1, n—1 W n.
Pour tout t €]0, 1], on fait tendre n vers +00, donc, pour n assez grand, n > k, ainsi,
ik
_ n k ~ v
o) =pin(®) = () 0= 0y k-
th : :

Pour tg fixé dans |0, 1[, 72 f,,(to) oo 0, car m est fixé et n"t2(1 — )" o 0 (par croissance comparée
de o et (1—to)").

. 1 1
Ainsi, f,(to) =0 ($> or, Z 3 converge, donc, an(to) converge pour tout ¢y € [0, 1].

n>1
fn(0) = fn(1) =0, donc, an(to) converge pour ty € {0;1}.

En conclusion, an converge simplement sur [0, 1] |

Pour t € [0, 1], on note S(¢ Z fn(t)

+o00
= ;fn(o) =0|car,sin <k, f,(0)=0,sin>k>1, f,(0) = (:)o’f = 0.

= an(l) = 1|, en effet k étant fixé dans N*, si n < k, fp(1) = 0 et sin > k, fo(l) = (Z)O"k =
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0 si n=k
1 si n#k’

19.
1 1 X
19.a) u— est développable en série entiére et = Z u” sur | — 1, 1[|.
1—u l—u =
1
19.b) u+— . est de classe C™ sur son disque ouvert de convergence a savoir sur | — 1,1], et,
Foo ) I L 1 1% k!
n — n— — — :
n(k) _ 0 si k>n
car [u”] { nn—1)..(n—k+Du""* si kelo,n] "
19.c) D’aprés la définition de f,, (fn(t) =0 si n < k) et la question précédente, pour tout ¢ € [0, 1],
+oo Lk k
t t k! 1
SH =Y —nn—-1)..(n—k+1)1—-t)"F=_—. =—|

19.d) Si la série an convergeait normalement sur [0, 1], elle convergerait uniformément sur [0, 1].
Par ailleurs, pour tout n € N, f,, est continue sur [0,1[ car k > 1 (en effet, f,, est continue sur |0, 1] et f,, est

continue en 0 car k > 1), S serait donc continue sur [0, 1], or, S(0) = 0 et lim S(¢) = lim — = +o0; donc,
t—0t t—0+ 1

‘an ne converge pas normalement sur [0, 1]|.
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