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e3a PSI 2020 exo 4

1. On a, en utilisant successivement la linéarité par rapport a la premiére, puis a la deuxiéme variable :

— -,

O(X,Y) = 2y (1, 7) + 215D(7, J) + 2231 @ (7, 0) + 22227, J)-
Grace aux données de I'énoncé, on obtient donc :
O(X,Y) = z1y1 + (21y2 + x2y1) cos(0) + xays.

2. Par construction, ® est une forme bilinéaire symétrique.
Il reste a vérifier que ® est définie et positive.
Pour X = 2,1 + :chj_", alors :

O(X, X) = 27 + 23129 cos(0) + x5 = (w1 + cos(0)w2)? + 23 — cos(#)*x) (%)
= (11 + cos(0)z)? + ( — cos(6)?)3.

On a 1 —cos(f)? > 0 (mieux : par hypothése 6 €]0, [, donc 1 — cos(#)* > 0), donc la somme ci-dessus ne
contient que des termes positifs. On en déduit d'une part : ®(X, X) > 0.

D'autre part, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul, donc :

1 +cos(@)zy = 0 _ 0
DX, X)=0<=<{ (1-cos(@)?)ry; = 0 = { S
—— Ty = O,

>0

donc ®(X, X)) = 0 si et seulement si X est le vecteur nul : ceci achéve de démontrer que ® est définie positive.

En tant que forme bilinéaire symétrique définie positive, ® est un produit scalaire sur E.

3. Comme f est linéaire, pour montrer que f est une isométrie il suffit de démontrer qu’elle préserve la norme
euclidienne associée au produit scalaire . C'est-a-dire :

VX € B, VO(f(X) f(X)) = VX, X).

On nous donne la matrice de f dans la base B = (1, ]) ce qui nous permet d'en déduire : f(i) = 7,
f(j) = =i+ 2cos(f)7, et donc, pour tout X = x17 + x5, on a :

FX) = a1 f(0) + w2 f () = —ai + (21 + 2 cos(0)a);.

Grace a l'explicitation de & donnée dans la premiére question (ou plutot grace a (x) si l'on s'intéresse a
O(X, X) et O(f(X), f(X))), on en déduit :

D(f(X), f(X)) = (—22)* + 2(—x2) (w1 + 2 cos(0)x2) cos(0) + (1 + 2 cos(0)zs)?
= 15 — 22175 cos(6) — 4z cos(0)? + 23 + dx129 cos() + 4 cos(6)*x3
= 2% + 219 cos(f) + 25 = B(X, X),

d'ol le résultat.
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4. Appliquons I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base (7, 7). Notons que ®(i,7) = 1, donc
i est déja unitaire pour ce produit scalaire. Posons :

-,

T=7-®0,7), et: k=———=i.

-,

L'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt assure alors que la famille (;, k) est orthonormée, et qu'on
a ®(j,k) > 0. Explicitons k; on a : ®(7, j) = cos(d), et donc :

—

i = j — cos(f)i.

Or :
O (u, 1) © (—cos(#))? — 2cos(f) cos(#) + 12 = 1 — cos(f)* = sin(6)?,

donc finalement :

- 1 - > 1 /- 3

k= SNGE (] cos(@)z) ) (j cos(@)z).

5. On sait déja que f est une isométrie, et sa matrice dans la base I3 permet de voir immédiatement que
det(f) = det(C) = 1, donc f est une rotation plane dont il reste a déterminer une mesure d'angle o € R :
or 2cos(a) = tr(f) d'aprés la classification des isométries directes en dimension 2, donc cos(a) = cos(f), et
a = €6 mod 2w, pour € = 1 ou ¢ = —1. Sans aller plus loin, on s'attend donc déja a ce que la matrice de f
dans une base orthonormée (ce qu'est (7, k)) soit de la forme :

<COS(Oz) —Sin(a)> _ (COS(Q) —€ Sin(g)) :

sin(a)  cos(a) esin(d)  cos(f)

— — — 1 - —
Or f(i) = j d'aprés la donnée de la matrice C, et du fait que k£ = sin(d) (j —cos(@)i) on en déduit :
sin
7 = cos(0)i + sin(0)k. Par conséquent f(i) = cos(6)i + sin(A)k, ce qui signifie que la premiére colonne de

cos(6) : : L : _
M(Z,k)<f) est (sin(@))' La discussion qui précéde nous assure donc qu'on a:

gy [cos(f) —sin(0)
M(z‘,k)(f) - (sin(@) cos(0) ) .

On en déduit que si E est orienté de sorte que la base (7, k) soit directe (ou (7, ) : les deux bases ont méme
orientation), alors f est une rotation plane de mesure d'angle 6.

Remarque. Il est aussi possible d’obtenir M ;7 (f) a partir de M7 5 (f) = C grace a la formule du changement
de base.

6. Comme f est une rotation plane de mesure d’angle 6, on sait que f™ est une rotation de mesure d'angle mé.
Par conséquent, f™ = Idg si et seulement si m# = 0 mod 27, si et seulement s'il existe k& € Z tel que :
mb = 2km. On en déduit :

2 2%k
fm:IdE@HGIZ:{—W]keZ}.
m m
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e3a PSI 2019 probleme | (extrait)

(a) Si f est une solution de (F)), alors f est de classe C* sur R, donc f’ est de classe C? et f” de classe
C! sur R. En particulier elles sont dérivables sur R. En tant que somme d'applications dérivables sur R,
I'application g = f + f' + f” est également dérivable sur R, et ona: ¢ = f' + f" + f®. Or f& = f
puisque f vérifie (E;) par hypothése, donc :

g=r+r+r=g,

ainsi g est une solution de I'équation différentielle du premier ordre (E3) : |y =y |.

(b) On reconnait une équation différentielle linéaire du ler ordre a coefficients constants. L'ensemble de ses

solutions est donc :
R —- K
{ ; ol | A€ (C} :

(c) Si f est une solution de I'équation (F;), alors d'aprés la question 1.1 de cette partie, I'application g =
f+ f'+ f" est solution de (E5). Donc, d'aprés la question précédente, il existe A € C tel que :
Vt e R, g(t) = e
C'est-a-dire :
VteR, f'(t)+ f(t) + f(t) = Ae'. (Ex)
Il s'agit d'une équation différentielle linéaire du second ordre, dont le membre de droite est de forme

exponentielle : nous savons résoudre une telle équation. Ses solutions sont somme d’une solution particuliére
et d'une solution de |'équation différentielle homogéne associée : déterminons ces solutions.

Résolution de I'équation différentielle homogeéne associée a (E\) : " + v + vy = 0. Son équation caracté-
ristique est 72 + 7 4+ 1 = 0.

Ainsi j = e2™/3 et j = j sont deux solutions distinctes de I'équation caractéristique On en déduit que
I'ensemble des solutions a valeurs complexes de I'équation différentielle v + 3 +vy = 0 est :

R — C ]
t = a4 pet

| (o, B) G(CQ}.

Détermination d’une solution particuliére de (E)). On considére f, : t — pe', ot u € C. L'application f,
est bien sir de classe C? sur R, et vérifie (E)) si et seulement si :

A
vt € R, /Let+uet+uet:>\et<:>3,u:)\<:>u:g.
. Ay : o
Ainsi f, 1t — 3¢ est une solution particuliére de (E)).

Conclusion. L'ensemble des solutions a valeurs complexes de (E)) est :
R —- C )
: 5oA ,B) e Cp.
t — ad + Bet + get [ (@, 8)

Voyons comment en déduire I'ensemble # des solutions de (E}) : si f est une solution de (E}), alors d'aprés
ce qui précéde il existe A € C tel que f soit solution de (F)); or nous avons démontré a |'instant que pour
tout A € C, I'ensemble des solutions de (E)) est inclus dans : H' = Vectc ({t el et et}>.

On en déduit : H C H'. De plus :
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e d'aprés le théoreme de Cauchy linéaire, I'application Y +— Y (0) définit un isomorphisme de C-espaces
vectoriels entre #H et M3;(C), donc : dim(#H) = dim(M3,(C)) = 3;

e la famille <t = ettt et> est libre d'aprés la question 3.2 de la partie |, donc : dim(H') = 3.

Ainsi nous avons une inclusion entre deux espaces vectoriels de méme dimension, donc ils sont égaux. En

conclusion, I'ensemble des solutions a valeurs complexes de (E;) est :

s e,

HZ/HI:VGC‘JC({t~—>ejt,t|—>ejt,tl—>et}):{R - C

t = a4 Bt 4 et

Remarque. On peut aussi vérifier par un calcul direct que réciproquement, pour tout A\ € C, toutes les
solutions de (E)) sont des solutions de (E}). .

(a) Un calcul de déterminant montre que le polynéme caractéristique de A est :
Ya=X—1=(X-1)(X*+ X +1).
Les racines du polynéme X2 4+ X + 1 sont j et . On en déduit :
Xa=X-DX*+ X +1) = (X - 1)(X =X —)).

Cela permet de répondre a la question de la diagonalisation de A :
e le polynéme caractéristique de A n'est pas scindé sur R, donc A n'est pas diagonalisable dans M3(RR)
d'aprés la CNS de diagonalisabilité;
e le polyndme caractéristique de A est scindé et a racines simples dans C (en effet j # j vu que j # 0 et
j # 1), donc A est diagonalisable dans M3(C)d'aprés la Condition Suffisante de diagonalisabilité;
d'ou le résultat.
(b) La matrice A étant diagonalisable dans M3(C), nous savons qu'il suffit, pour obtenir une base de solutions

de (S), de déterminer ses éléments propres. La résolution des systémes linéaires AX = jX, AX =jX et
AX = X, d'inconnue X € M;,(C), permet d’obtenir :

1 1 1
Ker(A — jl3) = Vectc j , Ker(A —jl3) = Vectc j , Ker(A —1I3) = Vecte 1 ,
J i 1
donc, si I'on pose :
1 . 1 1
VteR, Yot)=€"|j], i)=& |j |, Ya@®)=€[1],
J 2
J J 1

alors (Yp,Y1,Ys) est une base de I'ensemble des solutions de (S5). C'est-a-dire : une application X :
R — M;3,(C) de classe C' sur R est solution de (S) si et seulement s'il existe (o, 3,7) € C* tel que
X = aYy + BY] + Y5, si et seulement si :

1 1 1
I, B,9) €C VEeR, X()=ad || +8 [T ]+ [1].

- '4

J J 1

ce qui résout explicitement le systéme (5).
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f
(c) Soit f : R — C une application de classe C* sur R. Posons : X = | f’ |. Alors X est de classe C' sur
f//
f/
R puisque toutes ses composantes le sont, et ona X' = | f” |. Par suite :
f(3)
=17 010
fveérifie (By) «—= fO =f=<{ f = f =X =00 1]|X,
f® = f 100

donc : f est solution de (E}) si et seulement si X =

f

f" | est solution de (S). Or nous avons déterminé

fl/

les solutions de () dans la question précédente : on en déduit que f est solution de (E}) si et seulement

s'il existe (v, 3,7) € C? tel que :

[P Y

1
+ pe't 374 + e
]

1
1

Y

si et seulement s'il existe (a, 3,7) € C? tel que (en identifiant coefficient par coefficient) :

f(t) _
vVt € R, ') | = ae
f(t)
f(t)
Vt € R, 1)
f(@)

aelt + ﬂejti—i- et
ajelt + ﬁjeji%— et
ajelt + Bitelt 4 et

Les deux derniéres égalités sont conséquence de la premiére. Donc, en conclusion :

f est solution de (E;) <= (o, 5,7) € C,

et I'on retrouve bien la description des solutions donnée dans la question 1.3.

3.
(a) Nous allons utiliser la régle de D'Alembert : soit = € R*. alors pour tout n au voisinage de +oo :
23n+1)
‘(3(n+1))!‘ I S C O L |zl
%" oz Bn+3) B+ 1D)(3n+2)(3n + 3) st 2703
(3n)!
or: i 2 0. On en déduit
r: m —-5 =0U. n en IT :
n—+oo 27n3 !
‘ 1.3(71—1—1) ‘
!
i LBOED oy
n—-+oo €T
(3n)!

3n

, . . ) L . X Ly - L .

D'apres la régle de D'Alembert, la série E @)l converge (absolument). On en déduit que la série
n)!

n=0
3n

3n)!

n=0
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ViR, f(t) = ael + Bt + e,

3

xz ,
Z (— converge pour tout = € R, donc le rayon de convergence demandé est +oo.
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(b) L'application ¢ est une somme de série entiére définie sur R, donc elle est de classe C* sur R, comme
conséquence du théoréme de dérivations terme a terme successive de la somme d'une série entiére sur son
intervalle ouvert de convergence.

(c) Par dérivations terme a terme (successives) de la somme d'une sur son intervalle ouvert de convergence,

donc :
/ +oo 231 +oo 231
Ve eR, ¢'(z) =) (3n) Gl > Bn =10 (1)
n=1 n=1

le terme correspondant a n = 0 étant de dérivée nulle, puis :

f 232 i’i 3n—2

VeeR, ¢'(x)=) Bn-1)m—7=) a5

o (3n —1)! — (3n —2)!

et enfin :
+00 3n—3 +oo 3n-3 I e

3 B _ gj— B .%— [n’:_n—l] X
VeeR, o) = 2(3” V=i~ Z; Gisal - 2 Gt

n— n= n’=0

c'est-a-dire : p® = .

Pour obtenir ¢*) pour tout k € N, on observe que cela dépend de la congruence de & modulo 3 : partant
de I'égalité o = ¢, une récurrence immédiate permet d'obtenir : ¥ € N, oY = . Donc ¥ = ¢ si k
est un multiple de 3.

Si k = 1 mod 3, alors il existe ¢ € N tel que : k = 3¢+ 1. En dérivant I'égalité ©3 = ¢ établie a I'instant,
on obtient :

(k) —

o) = 90(312+1) _ (SO(BE))’ _ <p',

et de méme on obtient ©*) = " dans le cas ou k est congru a 2 modulo 3. En résumé :

( +o0 3n
x
o(x) = — si k=0 mod 3,
nZ:% (3n)!
+oo 31
n=1 ’
+o0 3n—2
2 .
o' (z) = ——  sik=2mod 3.
\ ; (3n —2)!

(d) D’aprés la question précédente, on a : ©® = ¢. On en déduit que ¢ est solution de (E;); d'aprés la
question 1.3 ou 2.3, il existe donc (a, 8,7) € C? tel que :

VzeR, ¢(z) = ae” + B* + v

Déterminons les scalaires présents grace aux valeurs de ¢, ¢’ et ¢” en 0. En dérivant I'égalité ci-dessus, et
en |'évaluant en 0, on a:

p(0) = a+B+y p(0) = a+B+7,
¢'0) = aj+Bj+y =4 ¢0) = aj+p8j+7, (2)
¢"(0) = aj+ B+ ¢"(0) = aj+ B+,
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puisque : j* = j® x j = j. Mais on a aussi, en examinant les termes constants des développements en série
entiére en 0 de ¢, ¢’ et ¢” que nous avons explicités dans la question précédente :

p(0) =1,
/
90//(0) = 0, (3)
¥"(0) = 0.
En combinant (2) et (3), nous obtenons :
at+f+y =1,
aj+ i+~ = 0
c'est-a-dire : (v, «, ) est solution du systéme résolu dans la question de cours 2.3. On en déduit :
1
a=p=~v= 3 € et donc, en utilisant le fait que j = j (admis provisoirement) :

3 3 3 3

) . : _z 3 .
et grace a la forme algébrique de j, on trouve : Vz € R, Re (¢/*) = e~ 2 cos (%) Ainsi :

Ve e R, ¢(z)= % (ex +2e72 cos <@>> : (4)

Voici une demonstratlon parmi d’autres de I'égalité j =j : on a |‘]|2 =j-j=1daprés la question 2.1 de
cours, mais on a aussi j°> = 1 comme on |'a déja vu, donc : j*> =j-j, puis : j = j, aprés division par j # 0.

d'ol le résultat.

(e) Faisons le changement d’indice de sommation n’ =n — 1 dans (1). On obtient :

+00 23/ +1)-1 I a2
/ o _ .
VreR ¢lr)=) B +1) -1 2 G- VW)
n'=0 n'=0

Pour répondre a la question de I'énoncé, il suffit donc d'écrire ¢’ explicitement a I'aide de fonctions usuelles
a valeurs réelles. En dérivant 'identité (4), on obtient :

ven soeifelion (2 ()

donc finalement :

Vo e R, ¢($):%<ez—6_§ (C <\/2_$>+\/_51n<\/2_ )))

(f) Il s’agit ici de remarquer que 6 est la partie paire de ¢. En effet :

(NI

+0oo ZL‘3n+( m)Sn

_ I p3n )3ng3n
Vz € R, (p(ngO(_x):ZW:Z +(( _21+3n =

n=0 n=0
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et pour tout n € N, on a : (—=1)*" = ((—1)*)" = (-1)", donc :

2 sin est pair
¥n € N, 1+(—1)3":1+(—1)":{ . pait;

0 sinon.
On en déduit que dans la somme ci-dessus, tous les termes d'indices impairs sont nuls, et on ne somme
que sur des indices n pairs; si on les écrit n = 2¢ avec ¢/ € N, alors :

~+o0
) = 2 et _
Vo € R, o(x) + ¢ w)—z(ﬁg)!x — 20(x).
On en déduit :
Vz € R, e(x):wzét +26— +(e_§+€§)cos<@>>7

1
ou encore : Vo € R, 0(z) = 3 (cosh(x) + cosh <§> cos (g)) d'ou le résultat.
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