PSI-Lycée Brizeux Calcul différentiel

Calcul Différentiel I

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert U de R" & valeurs dans R.

1 Dérivées partielles

Soit U un ouvert de R" et a € U : a = (a1, -+ ,a,). U étant ouvert, il existe un réel r > 0 tel
que : B(a,r) C U.

R" étant de dimension finie, le choix de la norme est sans importance. On peut en particulier
considérer la norme infini, définie par : [|(x1, -+, Zpn)|lcc = max(|z1], -, |zp])-

Soit f une application de U dans R et i € [1,n]. On considére la i-itme application partielle en
a, définie par : f;(t) = f(a1,--- ,t,--- ,a,). Cette application est en particulier définie des que :
|t — a;] < r, donc sur lintervalle Ja; — r, a; + r[. On peut donc étudier sa dérivabilité éventuelle
en a;.

Définition

La fonction f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a la i-ieme variable
en a lorsque 'application partielle f; est dérivable en a;.

Si elle existe, cette dérivée partielle est souvent notée : 9; f(a) ou gf (a).
Z;
On a ainsi :
af . f(alj...’ai_i_h,...’an)_f(al’...’ai’...7an)
=1 .
69@ (a) hlg% h

Sin =2, on peut donc éventuellement définir en un point a les deux dérivées partielles : ——(a)

ox
of

et a—(a). En notant a = (x,y), on a (sous réserve d’existence) :
Y

gi( )—h f(:c—l—h,y)—f(a:,y) et gf( )_1 f(x,y+h)—f(x,y)

h—0 h Y h—0 h

Remarque : L’existence d’une dérivée partielle en un point entraine la continuité en ce point
de Papplication partielle correspondante, mais pas celle de f.

Une dérivée partielle étant la dérivée d’une fonction de R dans R, elle vérifie les regles de calcul
déja connues.

En particulier, ’ensemble des fonctions de U dans R admettant une dérivée partielle par rap-
port a la i-ieme variable en a € U est un R-espace vectoriel, et la dérivation partielle est une
application linéaire. Soit f et g de telles fonctions. Alors, pour tout couple de réels (\, u),

OAS + pg) 391 dg
oz, (a) = 8xl()+ 8931()

Le produit fg admet une dérivée partielle par rapport a la i-ieme variable et :

(fg) dg of
o1, (a) = f(a )8% (a) + oz, (a) g(a).

1 .
Si g ne s’annule pas, alors — admet une dérivée partielle par rapport a la i-ieme variable en a :

o(;) Sa(a)
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Remarque sur la notation : La notation —f(x,y) présente une ambiguité. Il faut bien

oz
comprendre que = est une variable muette dans 1’écriture 8—f, qui signifie qu’on dérive par
x

rapport a la premiére variable, alors que c’est une variable significative dans le couple (z,y) qui

indique la valeur pour laquelle on calcule cette dérivée. On peut aussi bien convenir d’écrire ——

ou

0 0
et 24 les dérivées partielles et les calculer en (x,y) : —f(x, Y).

ou

v
La notation 0; f(x,y) est donc préférable ... mais moins utilisée.

Remarque sur les notations utilisées en physique : FEn physiqe, on travaille sur des
grandeurs, qui peuvent étre exprimées en fonction de différents jeux de variables. Par exemple,
en thermodynamique, 'entropie S s’exprime comme fonction de deux variables parmi T, P,V

. . . . oS oS Lo
(température, pression, volume). On utilise donc les notations | — et [ == | pour indiquer
or ), o) p

la variable par rapport a laquelle on dérive (ici, T') et celle qui est fixée (respectivement V' et
P). Implicitement, il y a en fait deux fonctions f et g différentes, définies par : S = f(T,V) et
S =g(T,P).

2 Fonctions de classe C!

Si f admet des dérivées partielles en tout point de U, on peut définir les applications dérivées

partielles : 9;f = ——, qui sont aussi des applications de U dans R.
0x;

Définition

On dit que f est de classe C! sur U si, en tout point de U, toutes les dérivées partielles
d’ordre 1 existent et si, de plus, chacune des applications dérivées partielles 0; f est continue
sur U.

On définit alors le gradient de f en a, qui est le vecteur

V0= (@ W),

o0xy " Oz,

Opérations sur le gradient : Si f et g sont de classe C*, alors :

V(M + ug)(a) = AV f(a) + ﬁlgm), Y(f9)(a) = f(a)Vg(a) + g(a)V f(a)
sig(a) #0: ? < ) ng(a)

On admet le théoréme suivant :

Théoréme 1 : Développement limité d’ordre 1

Soit f de classe C* de U dans R. f admet alors, en tout point a de U, un développement
limité d’ordre 1, i.e pour tout h = (hy,--- , hy) tel que a + h € U, on peut écrire :

fla+h)= +Zh af a) + ||| e(h) avec }llii%s(h):O




