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Intégration sur un intervalle quelconque

1. Justifier l’existence et calculer la valeur des intégrales suivantes :

1. ∫+∞
0

1
(1+𝑥)(1+𝑥2) 𝑑𝑥 2. ∫2

1
1

√(𝑥−1)(2−𝑥) 𝑑𝑥 3. ∫+∞
0

𝑥 ln 𝑥
(1+𝑥2)2 𝑑𝑥 4. ∫+∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑑𝑥

pour 𝑛 ∈ ℕ (exemple classique, à bien savoir faire) 5. ∫2𝜋
0

1
1+cos2 𝑥 𝑑𝑥 : on utilisera,

avec précaution, le changement de variable : 𝑡 = tan 𝑥

2. Intégrale de Dirichlet ∫+∞
0

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥

Montrer que les fonctions 𝑡 ↦ sin 𝑡 et 𝑡 ↦ sin 𝑡
𝑡 ne sont pas intégrables sur ℝ+. Montrer

que l’intégrale ∫+∞
0

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥 converge (Indication : IPP)

3. Déterminer la nature des intégrales suivantes (𝛼 ∈ ℝ) :
1. ∫+∞

0
𝑥+3

(𝑥2+𝑥+2)𝛼 𝑑𝑥 2. ∫1
0

1
√𝑥(1−𝑥) 𝑑𝑥 3. ∫+∞

1
1

𝑡2 ln 𝑡 𝑑𝑡 4. ∫+∞
1

1
𝑡 ln 𝑡 𝑑𝑡 5. ∫+∞

1
ln 𝑡
𝑡2 𝑑𝑡

6. ∫+∞
0

𝑡−sin 𝑡
𝑡𝛼 𝑑𝑡 7. ∫+∞

0
1

√𝑥(1+𝑒𝑥) 𝑑𝑥 8. ∫+∞
0

ln(1+
√

𝑥)
𝑥

√
1+𝑥2 𝑑𝑥

4. Intégrales de Bertrand
Déterminer la nature des intégrales suivantes : ∫+∞

2
1

𝑡𝛼(ln 𝑡)𝛽 𝑑𝑡, (𝛼, 𝛽) ∈ ℝ2

On distinguera les cas : 𝛼 > 1, 𝛼 < 1 et 𝛼 = 1.

5. Déterminer les primitives suivantes en procédant à un changement de variable adéquat :

1. ∫ 𝑑𝑡
√

𝑡 +
√

𝑡3
2. ∫ ln 𝑡𝑑𝑡

𝑡 + 𝑡(ln 𝑡)2 3. ∫ 𝑒2𝑡𝑑𝑡
𝑒𝑡 + 1

4. ∫ 𝑑𝑡
𝑡
√

𝑡2 − 1
5. ∫ 𝑑𝑡

𝑡
√

ln 𝑡 + 1
6. ∫ 𝑑𝑡

𝑒𝑡 + 1

6. Soit 𝑓 ∶ [1; +∞[→ ℝ continue vérifiant ∀𝑥, 𝑎 ≥ 1, 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑎
𝑥2 + 1

𝑎2 . La fonction 𝑓
est-elle intégrable sur [1; +∞[ ?

7. Fonction Gamma
Soit 𝑥 un réel fixé. on définit la fonction 𝑓𝑥 telle que : ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝑓𝑥(𝑡) = 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡.

1. Montrer que 𝑓𝑥 est intégrable sur ℝ+ si et seulement si : 𝑥 > 0.
On définit alors la fonction Gamma en posant : ∀𝑥 ∈ ℝ, Γ(𝑥) = ∫+∞

0
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡.

2. Démontrer que : ∀𝑥 ∈ ℝ, Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥).
En déduire que : ∀𝑛 ∈ ℕ, Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

3. Soit 𝑧 ∈ ℂ. A quelle condition la fonction 𝑡 ↦ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡 est-elle intégrable sur
]0, +∞[ ?
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8. 1. Justifier que la fonction 𝑓 telle que : 𝑓(𝑥) = ∫+∞
𝑥

sin 𝑡
𝑡2 𝑑𝑡 est définie sur ℝ+∗.

2. Justifier la convergence de ∫1
0

sin 𝑡−𝑡
𝑡2 𝑑𝑡.

En déduire que, au voisinage de 0 : 𝑓(𝑥) ∼ − ln 𝑥.
3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que, au voisinage de +∞, on a :

𝑓(𝑥) = cos 𝑥
𝑥2 + 𝑂+∞ ( 1

𝑥2 ).

9. 1. Justifier l’existence de 𝐼 = ∫1
0

𝑡−1
ln 𝑡 𝑑𝑡.

2. Montrer que : 𝐼 = ∫+∞
0

𝑒−𝑥−𝑒−2𝑥

𝑥 𝑑𝑥, puis que : 𝐼 = lim𝜀→0 ∫2𝜀
𝜀

𝑒−𝑥

𝑥 𝑑𝑥.
3. En déduire la valeur de 𝐼.

10. Soit 𝑓 une fonction lipschitzienne de ℝ dans ℝ. On pose : 𝑔(𝑥) = ∫+∞
𝑥

𝑒−𝑡𝑓(𝑡)√
𝑡−𝑥 𝑑𝑡.

(a) Montrer qu’il existe deux réels 𝐿 et 𝑀 tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿 + 𝑀|𝑥|.
(b) Montrer que 𝑔(𝑥) est défini pour tout réel 𝑥 et s’exprime simplement à l’aide de :

ℎ(𝑥) = ∫+∞
0

𝑒−𝑢𝑓(𝑢+𝑥)√
𝑢 𝑑𝑢.

(c) Montrer que ℎ est lipschitzienne et en déduire que 𝑔 est continue sur ℝ.

11. Montrer que l’équation : 𝑦′ − 𝑦 = 𝑒−𝑥2 admet une unique solution 𝑢 sur ℝ telle que :
lim
−∞

𝑢 = lim
+∞

𝑢 = 0.
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