Programme de colle - du 30/11 au 04/12 - Semaine n°12 PSI

Intégration sur un intervalle quelconque
De maniere générale :

Intégrale généralisée convergente, sur un intervalle semi-ouvert, puis sur un intervalle
quelconque

Comparaison par inégalité de la convergence de 'intégrale de deux fonctions positives;
comparaison par inégalité de deux fonctions intégrables ou non.

Comparaison par équivalence, o ou O de deux fonctions intégrables ou non sur I.
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Intégrales de Riemann —dt converge ssi a < 1; oo—dt converge ssi a > 1),
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/ e~ *tdt converge ssi o > 0; / In tdt converge ; Avec preuve.
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Propriétés de l'intégrale (Linéarité, positivité, croissance, définie positivité pour une fonc-
tion continue, fonctions a valeurs complexes). Savoir que ces propriétés se déduisent de
celles de l'intégrale sur un segment par passage a la limite, sous réserve de 'existence
d’une telle limite.

Fonctions intégrables : Soit f € CM(I,K). On dit que f est intégrable sur I lorsque

J |f ()] dt converge.
On dit aussi que 'intégrale fI f(t) dt est absolument convergente.

Produit scalaire et orthogonalité

Définitions : produit scalaire, espace préhilbertien réel, e.v. euclidien, vecteur uni-
taire/normé, vecteurs orthogonaux, vecteur orthogonal & un s.e.v., orthogonal d’'un s.e.v.,
s.e.v. orthogonaux, famille orthogonale ou orthonormale

En particulier, B+ = {0}.

Produits scalaires usuels :
Dans R" : si & = (xla axn) et g = (y17"' 7yn)7 Ol pose : (:ﬂg) = Z?Zl LilYi-

b
Dans &([a, b}, R) : (flg) = [* F(t)g(t) dt.
Dans M, , : (A|B) = tr(A"B) = tr(*AB) = >0 37"  ay by ;.
Dans L%(I,R), e.v. des fonctions continues sur I de carré intégrable : (flg) =
[ f(t)g(t) dt.
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Dans I2(R), e.v. des suites réelles telles que la série Y u? converge : (u|v) = > g UnUn-




Identités de polarisation avec preuve :

Inégalité de Cauchy-Schwarz avec preuve :

V(Z,9) € B2 |(@[H)] < 12171

De plus, il y a égalité si et seulement si la famille (Z,y) est liée.

Inégalité triangulaire avec preuve :

v(Z,9) € B, |2 + gl < |2 + [3].
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