Programme de colle - du 5/04 au 9/04 - Semaine n°26 PSI

Définition : fonction de classe €1, €%, >, dérivées partielles, gradient.

Développement limité d’ordre 1 - Admis Soit f de classe €' de U dans R. f
admet alors, en tout point a de U, un développement limité d’ordre 1, i.e pour tout
h = (hy,-,h,) tel que a+ h € U, on peut écrire :

fla+h) = fa) + 37 higt(a) + k]| e(h) avec limy,_qe(h) = 0.

C! et continuité Si f est de classe C! sur U, alors elle est continue sur U.

Si fest de classe ! sur U, on appelle différentielle de f en a I'application, notée df(a),
définie sur R™ en posant :

n

Vhe R df(a)(h)=> h 163: (Vf(a)lh).

=1

Linéarité de la différentielle en a : Soient dx; les applications coordonnées :
h = h;. Chaque application coordonnée est une forme linéaire sur R", et les n applications
dz; forment une base de l’espace vectoriel des formes linéaires sur R”.
La différentielle de f en a est aussi une forme linéaire, qui se décompose dans cette base sous
la forme :

af

i@ =3 5 (@),

Théoréme de Schwarz -Admis Si f est de classe €2 sur U, alors : V(i,j) €

2 82 o 62f
[[1 n]] ) Ox; 6:E ~ Ox;0z;,

Condition nécessaire d’extremum On suppose f de classe C! sur 'ouvert U.
Si f admet un extremum local en a € U, alors : V f(a) =

Recherche d’extremums locaux/globaux sur une partie ouverte ou non ouverte.

Reégle de la chaine On considere n fonctions z, -, x,, définies sur un méme intervalle
I de R, a valeurs réelles et telles que : Vt € I, (x(t),,x,(t)) € U. On peut alors définir
une fonction g de I dans R en posant : Vt € I, g(t) = f(xy(t), -, x,(t)).

On suppose que chaque x, est de classe C! sur I et que f est de classe €' sur U. Alors g

est de classe €t sur T'et Vt € 1,9/ (t) = ZZL ) gj (q (), @, (L)} (t).

Caractérisation des fonctions constantes
Soit f une fonction de classe €' sur un ouvert convexe U. f est constante si et seulement
si son gradient est nul en tout point.




Formule de changement de variables

On suppose que ¢ = (u,v) est de classe €' sur U et que g est de classe € sur V = ¢(U).
Alors f = go ¢ est de classe C! sur U et :

(2, y) = S(u(z,y),v(z,y)) 2%z, y) + L(u(z,y), v(z, )L (z, y)

of

V(z,y) €U,
oL(x,y) = §2(u(x,y),v(z,y))3(x,y) + 3L (u(z, y), v(z,y)) 52 (x, y)

Savoir utiliser un changement de variables proposés ou chercher un changement de va-
riables affine pour résoudre une équation aux dérivées partielles.

Tangente a une courbe Soit M, un point de la courbe ou de la surface. On dit que M,
est un point régulier lorsque : V f (M,) # 0.

La courbe d’équation f(x,y) = A admet en tout point régulier une tangente orthogonale
au gradient.

Déterminer ’équation de la tangente en un point d’une courbe définie implicitement.
Déterminer 1’équation du plan tangent a un point d’une surface définie implicitement.
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