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I. Fonctions continues intégrables
K=RouK=C

[Définition 1 (Fonction continue intégrable sur un intervalle réel ch).j

Etant donnés I un intervalle de bornes o et 3 réelles ou infinies, avec a < B et f € C°(I,K) ,

on dit que la fonction continue f est continue intégrable sur I lorsque la limite suivante existe et est
FINIE :

lim /y|f(t)| dt

z—at, y—6—

[Proposition 1.]

Soit f continue sur |a, B].
Si f est intégable sur I, alors la limite suivante existe et est FINIE :

lim /yf(t) dt e K

z—at, y—=p~

[Définition 2 (Nature de I'intégrale généralisée d'une fonction continue).}

Etant donnés I un intervalle de bornes « et 3 réelles ou infinies, avec o < B et f € C°(I,K) ,
on dit que l’intégrale généralisée de [ sur [ converge lorsque la limite suivante existe et est
FINIE : y

lim / f(t) dt

r—at, y—=B—

B B
En cas de convergence, on note / flou / f(t) dt|la valeur de cette limite finie.
o (0%

On dit que l'intégrale généralisée diverge sinon.

Remarque 1. Pour f : I — R™ continue, l'intégrabilité sur I est équivalente a la convergence de l'intégrale
généralisée de f sur I.

Remarque 2. Pour f : I — C continue, 'intégrabilité sur I implique a la convergence de l'intégrale généralisée
de f sur I.

Notation : C°L'(I,K) désigne I'ensemble des fonctions continues intégrables définies sur I et a valeurs dans K.

exemple 1. —dt = In(B) —— 400, donc — diverge.
1 t B—+o00 1 t

B +o00
1 -1 f
exemple 2. /1 t_th -5 +1 ﬁ 1, donc /1 2 converge et vaut 1.

1

+oo
exemple 3. / In(t)dt = 1In1—1—AlnA+ A —— —1, donc / Int converge et vaut —1.
A PP A0 1
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,—[Théoréme 5 (de comparaison).}

Intégrales généralisées de référence :

(Proposition 2 (Intégrales de Riemann).]

Soit « un réel.

+oo
L'intégrale généralisée / t~ dt converge si et seulement si .
1

+oo
De plus, on a : Va > 1, / 7 dt =
1

a—1

[Proposition 3 (exponentielles )J
Soit 3 un réel.

+o0
L'intégrale généralisée / e~ Pt dt converge si et seulement si .

0 X

De plus, on a : V3 > 0, / e Pt dt = 5

0

(Proposition 4 (critére d'intégrabilité pour une fonction positive sur I)J

Etant donnés I un intervalle de bornes « et 3 réelles ou infinies, avec a < B et f € C°(I,R") & valeurs

B
positives, alors |'intégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si :

Y
dM > 0; Va,y € I, / f(t) dt < M.

Soient I = [a,b[ un intervalle réel, f, g € C°(I,K).
1. Si g est intégrable sur T etsi: VvVt € I, |f(t)| < |g(?)], [a, b].
2. Si g est intégrable sur [ et si : |f(¢ )| O(g(t)), alors f est intégrable sur [a, b[.
3. Si g est intégrable sur [ et si: f(¢ ) o ( ), alors f est intégrable sur [a, b].
le 4 +Ooln()ohf s B0 ot conti (1, +oof et vérifie f(t) = O -
exemple 4. 1 converge, car f : 2 est continue sur |1,+o0| et vérifie f e 57 )

par comparaison avec g : t — —=

ey continue intégrable (Riemann)
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