Correction des

PC Mécanique des fluides (PCSI et PC) problemes

Probléme n°1

1) L’écoulement étant incompressible (la vitesse du fluide est trés faible devant la
vitesse du son dans I’air), il y a conservation du débit volumique. Le rotor permet
d’augmenter la vitesse de I’air si bien que V> ¥,, ce qui implique alors que S,< S,. La
section du tube de courant est donc plus faible en aval de 1’écoulement qu’en amont,
justifiant le schéma proposé.

En régime stationnaire, le débit massique est le méme & travers toute section du tube de
courant. Celui-ci peut s’exprimer par la relation :

D, = pSV,

2) La viscosité ne peut pas étre négligée prés du rotor, ¢’est-a-dire entre les points A
(Juste au-dessus du rotor) et B (juste en dessous). On peut cependant supposer que
I’écoulement est parfait entre le point 4, en amont et le point 4 d’une part, et le point B et le
point B; en aval d’autre part. L’écoulement est en outre stationnaire, incompressible et
homogeéne. On applique alors la deuxiéme relation de Bernoulli sur chaque ligne de courant
(le long de I’axe du tube de courant), en négligeant la différence d’altitude entre les points :
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On en déduit la différence de pression :

B —P = oV V)

La force de portance exercée par 1’air sur le rotor s’exprime alors par :

— . s
F=(h-P)Se =2p(V-V)Se.

Avec V,> TV, on a P> P, et la force de portance est dirigée vers le haut, permettant a
I’hélicoptére de voler !

3) On effectue un bilan de quantité de mouvement pour une quantité de fluide dans le
tube de courant que I’on suit entre ¢ et ¢+ df :

Quantité de mouvement a I'instant 7 : E(r) = E);(t) + Dmdﬂ_/;
Quantité de mouvement a I’instant 7 + dr : E(r +dt) = ;Tﬂ(t +dt)+ Dmdﬂz
d’ou la variation de quantité de mouvement du fluide, en remarquant qu’en régime
stationnaire la quantit¢ de mouvement dans le volume commun ;(; ne dépend pas du
temps :

dp=D

m
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On applique alors le théoréme de la résultante cinétique a I’air dans le tube de courant a

I’instant 7. Le systéme est soumis aux forces de pression atmosphérique qui s’exercent sur
toute la surface du tube de courant, a son poids et a la force exercée par le rotor sur ’air

(qui n’est autre que —F ). En négligeant la pesanteur sur 1’écoulement, il reste (les forces
de pression atmosphérique se compensant complétement) :



d—p — Ff'omr—)air‘ = —F
dt
d’ou:
S 1 - -
D, (% -%)=—5 (% -¥)Se,
C’est-a-dire, en projection sur e— 5
1
B, (—Vz + Vo) =_5:0(V22 _VGE)S
En remarquant que D, = pS¥,, on en déduit simplement I’expression de V; :
_ B+l
2

4) La puissance mécanique recue par I’air est due a la force exercée sur I'air par le

rotor Flrowrar qui met I’air en mouvement a la vitesse V, :

P — Fa'oror —air K = ——FT/I
¢’est-a-dire :

P=pS (V) (V2= V)

5) Le premier principe appliqué a I’air en écoulement unidimensionnel stationnaire
dans le tube de courant s’écrit, en négligeant la pesanteur :

V 2 V 2
D, [hz —h, +%__;“) =5 ¥
L’évolution de I’air est supposée adiabatique (les échanges thermiques n’ont pas le temps

de sc faire avec I’extérieur) et on néglige 1’élévation de la température de I’air au passage
du rotor (I’enthalpie du gaz parfait reste alors inchangée), si bien qu’il reste :
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c’est-a-dire :

P=P

méca

Le bilan thermodynamique nous conduit au méme résultat que précédemment.

6) Les vitesses de I’air étant mesurées dans le référentiel de ’hélicoptére, I’air en
amont a une vitesse :

Vo =+V

Pendant la phase ascensionnelle a vitesse constante, la force de portance compense
uniquement le poids de ’appareil et de ses passagers :

F+m§=0

d’ou, en projection sur e, :

F=%p0§—VﬂS=mg

On en déduit :



¥, = 2me | 2
2 1/pS

Enfin, on obtient la vitesse V/; :

V, +
v, == Fe , c’est-a-dire : V]=l V+ 2—mg—+V2
2 2 pS
La puissance du rotor vaut alors :
. 2 )
P =mgV,, ¢’est-a-dire : P=E V+ _m_g_+V_
2 pS

7) On constate qu’il faut de plus en plus de temps pour que [’hélicoptére monte en
altitude. On estime ainsi la vitesse ascensionnelle moyenne aux altitudes intermédiaires
1500 m, 4 500 m et 7 500 m en calculant le temps mis pour monter de 3 000 m a chaque
fois :

Altitude

1 500 m

4 500 m

7 500 m

Vitesse moyenne

213ms

182 ms

11,5 m.s™!

La vitesse ascensionnelle diminue & mesure que 1’on monte. La diminution de la densité de
Iair avec I’altitude rend en effet le rotor moins efficace pour porter I’appareil. D’autre part,
la raréfaction de I’oxygéne diminue le rendement du moteur.

8) Au niveau du sol, on peut considérer la vitesse de décollage maximale
V=21,3m.s ' (puisque c’est un record de vitesse ascensionnelle). La puissance mécanique
maximale utile délivrée par le rotor vaut alors :

P="Elp, |PM&  p2 | 3501w
2 pS

On aura calculé la masse volumique p en considérant I’air comme un gaz parfait :

M 1,3kg.m”
RT,

Cette puissance mécanique est inférieure a la puissance annoncée de 623 kW. Il faut en

effet tenir compte des frottements de I'air sur les pales du rotor qui consomment une partie

non négligeable de la puissance du moteur. Le moteur principal alimente également tout

’appareil en énergie et ainsi que le rotor de queue. Le rendement du moteur est le rapport

de la puissance mécanique utile sur la puissance dépensée, ¢’est-a-dire :

B _ 352
623

p::

n= =56,5%

consommee

Prés de 45 % de la puissance totale délivrée par le moteur ne sert pas directement a la
propulsion de I’appareil.

9) Pour un vol stationnaire, 1’air en amont de 1’appareil est cette fois au repos : V'=0.
La puissance nécessaire pour un vol stationnaire a I’altitude z vaut dans ce cas :
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10) Dans le cadre du modele de I’atmosphere isotherme, I’équilibre d’une particule
de fluide impose :

—=—pg avec p=
7 PrE P R,
d’ou I’équation différentielle :
a M
dz RT,

On intégre cette équation en posant p(0) = Py

_Z RT.
p(z)=Pe # ou|H=—2=8,0.10"m
Mg
On en déduit la masse volumique a I’altitude z :
MfR} ";i,r
zZ)y=——e
p(z) RT

11) A cette altitude, la puissance mécanique maximale vaut P, =211 kW. On en
déduit la masse volumique par la relation :

(mg) 5
= =0,40 kg.
p(2) S g.m

max

L’ altitude maximale vaut alors :

“max p (Z)
On retrouve tout a fait le bon ordre de grandeur pour un record d’altitude en hélicoptére !

0
z o =H ln[p ( )},soit numériquement : | Z,,,, = 9,4 km

Probléme n°2

1) La pression varie selon la latitude. On peut ainsi représenter localement les lignes

isobares comme des droites paralléles a e, . Le gradient horizontal de pression est dirigé des
faibles pressions vers les hautes pressions, c¢’est-a-dire dans I’hémisphére Nord du Nord

vers le Sud (selon —ej ). Les particules de fluide de volume dr subissent alors la résultante

des forces de pression dF =—grad Pdr , dirigée selon +e, , comme représentée sur le
schéma ci-dessous :

v lignes isobares
7 — P
mlbasse pression /
______ e P a=waira
.............. S
haute pression




2) On applique I'équation d’Euler a une particule de fluide dans le référentiel
terrestre non galiléen :

p(g+(;.grad) ;] = pé—gradP+f:+f.c-
of

ou G est le champ local de gravitation exercé par la Terre et j_fe, et f. sont les forces
volumiques d’inertie d’entrainement et de Coriolis, ¢’est-a-dire :

» pour la force volumique d’inertie d’entrainement : f,, = —,06_1;

» pour la force volumique d’inertie de Coriolis : f = —pE: =-2 pﬁ/\;
La force d’inertie d’entrainement est la force centrifuge due 4 la rotation de la Terre sur
elle-méme. On la rassemble généralement avec la force de gravitation pour former le
poids : p(a_;; )a’z' — pgdr . ou g est le champ local de pesanteur.

On obtient finalement :

p{g—?+(;.grad);J = pg —gradP—2pQ Av

La force d’inertie de Coriolis rajoute un terme dans 1’équation d’Euler qui va dévier les
particules de fluide. C’est cette force de Coriolis qui explique les enroulements des masses
d’air autour des dépressions et des anticyclones, et qui explique aussi en partie la formation
des ouragans.

3) Pour I"atmosphére au repos, 1’équation d’Euler devient :

0= pg - gradﬂem , Soit en projection sur 6_2. : dP,,, =—pgdz
Or pour un gaz parfait, la masse volumique dépend de la pression : p=—=" On aboutit
0
alors a I’équation différentielle :
dP
dz RT, ™
On intégre entre z = 0 et z, pour obtenir le champ de pression dans 1’atmosphére :
_i RT
P, (xy,z2)=P e lavec H=—"L=8,4km
repav( y ) 0 a Mg

La hauteur H de I’atmosphere est telle que H << Ry, c’est une couche trés fine qui entoure
notre planéte.

ye, ;'.gma' v
4) Par définition du nombre de Rossby : R = M , ¢’est-a-dire, en ordre de

oo

UZ
B == U

grandeur : R = > , soit encore : [R, =——|




; : 2
5) La vitesse de rotation de la Terre vaut : Q= . o 7,27.107 rad.s™

» Pour la vidange d’une baignoire, on considére : L=1met U=1ms ', ce

qui donne un nombre de Rossby R, = 7.10° >> |

» Pour I’écoulement d’air atmosphérique : L = 10° km et U = 50 km/h, d’ot
un nombre de Rossby R, =0,1 << 1
Dans le cas de la vidange de la baignoire, I’écoulement est dominé par la convection et,
contrairement aux idées regues, la force de Coriolis est parfaitement négligeable et n’est pas
la cause de la mise en rotation de 1’eau. En revanche, dans un écoulement d’air
atmosphérique, la force de Coriolis I’emporte sur la convection !

6) On se place en régime stationnaire % =0. Avec R, << 1, I’équation d’Euler se
t

simplifie en : 0= ,og - Zgr_aaP —pri/\;
On introduit la pression de 1’atmosphére au repos P(x,y,z) = p(x,y,2) + Pepos(¥,0.2)
0=pg—gradp—gradP, —2pQav

repos

On a vu précédemment que pour I’atmosphére au repos : 0= p;; —gradPf, .

Il reste finalement :

0=—gradp-2pQAv

7) Avec D’égalité : 2pﬁ/\;=—gmcfp, on constate que le vent géostrophique est

cette fois orthogonal au gradient de pression : le vent géostrophique souffle le long des
lignes isobares. On peut préciser le sens de déplacement selon que l’on soit dans
I’hémisphere Nord ou I’hémisphere Sud :

Hémisphere Nord

basse pression

A 4

haute pression

p T e )

Hemisphere Sud

haute pression

& ]




Le vent géostrophique est dirigé dans le méme sens, que 1’on soit dans 1’hémisphére Nord
ou I’hémisphére Sud, ce qui explique le schéma des vents a I’échelle de la Terre présenté
dans le document sur le courant-jet.

8) La vitesse de rotation de la Terre admet une composante selon e, et une

composante selon ¢, en fonction de la latitude 4 du lieu :

Q=CQcosd E;+Qsin/1€

On considére une vitesse des vents dirigée selon les lignes isobares: v=Ve . La

X

projection de la relation 2,05 AV = —gradp sur E_:, donne simplement :

| P 1 dap
sind =——= , soitencore : |V =—————
2pVQsin 4 3 2pVQsin A dy

Pour /4 = 45° de latitude Nord, on peut estimer le gradient de pression a 1’aide du graphe
fourni (quasi-linéaire). A la surface de la Terre : Ay = R.AA. Ainsi, en considérant les
valeurs de pression en 4 = 30° (1 035 hPa) et 4 = 60° (995 hPa) :

On obtient ainsi : lV ~10m.s™

La vitesse du vent géostrophique est de 1’ordre de 40 km/h en moyenne. Cela correspond
assez bien aux mesures faites dans I’atmosphére. Concernant le jet-stream, la structure
locale de I’atmosphére, et notamment le profil vertical de température, va renforcer la
vitesse des vents et lui donner ses caractéristiques si particulieres.




