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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

1 CequiaétévuenPC.S.I

Dans ce paragraphe, on parcourt rapidement les définitions et propriétés vues en PC.S.1. Les démonstrations sont rappelées

pour la plupart : prenez le temps de les revoir a travers votre cours de premiere année et de compléter les démonstrations
manquantes.

1.1 Définitions et exemples
Définition 1
Soit p € N et (un) n>p une suite numeérique (c’est-a-dire u, € K).

N
On pose, pour tout N > p, Sy= Y uy.
n=p

La suite (Sy)n>p est une suite d’éléments de K, appelée, série de terme général u,. On la note . u, ou Z U.

nzp
Lélément Sy delK est appelée N*™€ somme partielle de la série ) u,.
nzp
(r) Etant donnée Z u, une série numérique, on retrouve le terme général u, a 'aide des sommes partielles
nzp
A par larelation : u, = S, — Sp-1.
Définition 2
+00
Soit Z u, une série numérique.
n=p

1. Ondit que Z u, converge ou est une série convergente (resp : diverge ou est une série divergente) lorsque la suite
nzp
(SNINzp de ses sommes partielles converge (resp : diverge).

2. Lorsque Z u, converge,
nzp
+00
— lim Sy estnotée Y. uy,, etappelée somme de la série.
N—+oo n=p
+00 N +00
— VYNZp,Rv=Y up— Y up= Y Uuy,estappelé restedelasériederang N.
n=p n=p n=N+1

g 1l ne faut pas confondre Z un qui désigne la série de terme général u, (c’est-a-dire la suite (Sy) ) et
nzp

+00
Y. uy quidésigne la somme de la série et est un scalaire.
n=p

Définition 3
. N
Etudier la nature d’une série, c’est étudier sa convergence ou divergence, c’est-a-dire chercher si lim Z u, existe et
—+00 1=p
est réelle, ou non.

On ne pourra pas toujours calculer Sy, alors I'objectif de ce chapitre est de donner des propriétés qui permettent de savoir si
une série converge ou diverge sans avoir a calculer Sy
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1.2 Des Exemples Importants

1.2.1 Cas o1 on peut calculerla somme partielle : l1a série géométrique

Soit g € C.
On appelle série géométrique de raison ¢ la série de terme général g”.
Propriété 1
Soit g € C.
+00 1
La série numérique Z q" converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,Vp €N, Z q" = qpﬂ.
nzp n=p h

Démonstration: Il suffit de se ramener a la somme d'une suite géométrique et d’utiliser, par passage a la limite que nliT g"=02a
—+00
partir du moment ol |g| < 1. |

1.2.2 Cas o1 on ne peut pas calculer la somme partielle

1. Série Harmonique:

1
On appelle série harmonique la série Z —.

n>1 n
Propriété 2
La série harmonique diverge.
n+l dx 1
Démonstration: La décroissance de la fonction inverse sur R} nous garantit que, pour tout n € N*, on a f — < —. Soit apres
n X n
N1
sommation, pour tout N € N*, on a In(N + 1) < Z —. Comme le minorant tend vers +oo, on en déduit que la série harmonique
n=1"
diverge.

g= 2. Série Harmonique Alternée :

- . . - (="
On appelle série harmonique alternée la série Z .
n>1 n

Propriété 3
La série harmonique alternée converge et sa somme est égale a —In2

Démonstration: Nous allons faire une démonstration qui consiste a se ramener a une intégrale, via une somme de Riemann.

R n (_ 1) k n 1 1 n

A cette fin, posons pour tout n € N*, Uy, = Z et Ry = Z =— Z f
i=o k+1 k:1n+k n iz

kY . . 1 .
1+—|ouf : R} 3x~ — €R.Lasuite (Rp) yen~
n X

2
définit des sommes de Riemann de la fonction continue f sur I'intervalle [1;2]. Elle converge donc vers f f(x)dx =In(2). Onaen
1

1 1 1 1 1 1
outreRj;1=——+——+ - + etRy=——+ + --- + —. Ce qui nous permet d’écrire +Ru+1=Rn+
T2 nes 2n+2 " n+1l n+2 2n’ q P nal T o
——,S0itR =Rp+——7-"-—. +——=Uspp 1 ———————.
2n+2 LTI Gn+2)@n+ ) 2n+2  2n+1 " enenEn+2)
Sil'on pose VYn e N*, uy = Uz,—1, on voit que les suites (1) zen+ €t (Rp) pen* Satisfont une méme relation de récurrence. De plus,

+

Or Uzp+1 =Uzp-1—

1 .
U =Ry = 2 Etantinitialisées pareillement, les suites (1) ,en* €t (Rn) nen* sont donc égales. On en déduit que lir}rl Uzp-1 =In(2).
n—+oo
1

@en+2)2n+1)’
harmonique alternée, converge vers In(2).

Autre démonstration : (plus classique)

n (_1)n+ltn+l n (_l)n

1
PourteRi,ona — = -0k + . Soit, apres une intégration (entre 0 et 1) et un réarrangement : In(2) — Z
1+1 52 1+ oo n+l

Mais Uy, = Upp—1 + donc nliIP Uz, =In(2). La suite (Uy) ,en*, Opposée de la suite des sommes partielles de série
—+00
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1 tn+1 n (_1)71 1 tn+1 1 n (_1)71 1
(—1)”“[ —— dr. On en déduit que |In(2) - ) < f dr < f t"*1 dt, soit finalement |In(2) - ) < .
o 1+t =0 n+1 o 1+t i} =0 n+1 n+2
En passant a la limite lorsque n — +0c0, on en déduit le résultat. |
3. Série exponentielle:
xl’l
On appelle série exponentielle toute série de la forme Z - ouxelR.
n>o N
Propriété 4
e
Z — converge et sa somme est égale a e*
n!
n=0
n ok 1 1%
Démonstration: On a e® — i —'f e’(x— 1" dt (en utilisant le développement de Taylor de exp : R3x—e*cRen 02
i=o k! nlJo
n ok xh+1
I'ordre n avec reste intégral). On a donc la majoration |e* — Z —|< e*. Mais pour x fixé, onax” = o(n!). On en déduit
=0 k! (n+1)! n—+oo
le résultat. |
1.3 Premieres propriétés
Propriété 5
On ne modifie pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de termes.
(r) Cette propriété nous permet de dire que les séries Z u, et Z vpouVn 2 p,u, = v, ont méme nature.
n=0 nzp
- C’est pourquoi, dans la suite de ce chapitre, les propriétés sont énoncées avec des séries de terme général
U, défini pour n > 0.
Propriété 6 (Condition nécessaire de convergence)
Si Y uy converge, alors :
n=0
1. (uy)pen converge vers 0.
+00
2. (Ryp)nen converge vers 0 ou Ry, = Z U.
k=n+1
n
Démonstration: On note S;; = Z ur.Onnote ¢ = 11111 Sy lalimité réelle, valeur de la série convergente.
k=0 n—+oo
1. Ona nETmun = nEI-Poo(Sn -Sp—1)=¢—-¢=0.
2. OnaRy =¢-S8y.llest donc évident que nlir}fl R, =0. ]
—+00
g La réciproque a cette propriété est fausse, le contre-exemple par excellence est :
1 1
(—) converge vers 0, alors que Z — diverge
nJ/p>1 n>1
La contraposée de cette propriété est : (u,) ,cn NE converge pas vers 0 = Z uy, diverge, ce qui justifie la
n=0

définition suivante :
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Définition 4

Lorsque (uy) ,en De converge pas vers 0, on dit que Z u, diverge grossiérement.
n=0

Propriété 7
Si(A, )€ K2 et (uy) n, (V) n deux suites numériques, on définit la série A Z Up+ Z vy, par la série Z Aup + 1vy).
n=0 n=0 n=0
L'ensemble des séries est alors un K espace vectoriel et 'ensemble des séries convergentes est un sous espace vectoriel
% de I'espace vectoriel des séries.
Enfin,
S: € — K

n
série ) up = (Z uk)
k=0

est une application linéaire de ¢ dansK (On dit que S est une forme linéaire sur € ).

+00 n
— Y up= lim ) wu
e n=0 n—re0 10

Démonstration: On revient aux suites des sommes partielles et on utilise les propriétés sur les suites convergentes. |

Propriété 8

Soit une série Z U, a termes complexes.
n=0

Y uy, converge si et seulement si ) Re(u,) et ) Im(uy,) convergent.
n=0 n=0 n=0

Dans le cas de convergence,

+00 +00 +00
Y up=) Re(up)+i) Im(uy,)
n=0 n=0 n=0

Démonstration: on revient aux suites des sommes partielles et on utilise les propriétés sur les suites convergentes. |

Application : C.N.S. sur (r,0) € R? pour que Z r" cos(n0) et Z r" sin(n0) convergent puis dans le cas de convergence,
n=0 n=0
calculer la somme.

1.4 Relations entre suites et séries

1.4.1 Séries télescopiques

Létude d’'une série est plus facile lorsqu’il est possible de calculer explicitement ses sommes partielles. C’est le cas en
particulier des séries télescopiques c’est-a-dire les séries dont le terme général peut s’écrire sous la forme f(n+1) — f(n),
car alors :

Sn

N
Y (f(n+1) - f(n)
n=0

N N
VN e N, ngof(n+ D- ,EO f(l’l)

N+1 N

Y fm-X f(n)

n=1 n=0
fIN+1)—-f(0)

Ainsi, on obtient

Z (f(n+1) - f(n)) converge si et seulement si (f(n)), converge.
n=0

+00
Et Y (f(n+1)=f(m)= lim _f(m)~f(0)
n=0

CPGE Brizeux 6 Quimper
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N 1 N
Exemples : —_— = vVn+1-+y/n|=VvN+1-1, quidiverge lorsque N — +oo...
ngl vVr+1l+yn ngl( )

Certaines décompositions en éléments simples débouchent parfois sur des sommes télescopiques et ainsi per-
1

. 1 1
mettent de calculer la somme d’une série convergente : Z 7T Sachant que ST = T
k>0 — 7 nc—g n—s n+ 3

1.4.2 FEtude d’une suite a partir d’'une série

Parfois, pour étudier la nature d'une suite () ,en, ON est amené a étudier la nature de la série Z (Un+1 — Up), car la suite

n=0
des sommes partielles de cette série n’est autre que (uy, + Up) ;.
N
En effet, Z (Ups1 — Up) = UN+1 — Up.
n=0

n
1
Un exemple a retenir : Montrer que la suite (u,),en+ converge ou u, = Z T —In(n). En déduire qu’il existe y € R tel que

k=1
n
)3
k=1

Eaul Ml

n
=In(n) +y+ ; O+ (1). En déduire un équivalent simple de Z
e k=1

| =

1.5 Les séries de réels a termes positifs

Définition 5
Soit Z Uy, une série a termes réels.
n=0
On dit Z u, est une série a termes positifs lorsque, il existe un rang p tel que : Vn > p,u, > 0.
n=0
@,
\ i. Dans la suite de ce paragraphe, on supposera que p = 0 (aucune importance car deux séries différentes

seulement d’'un nombre fini de termes ont méme nature).

ii. Par multiplication par —1 d'une série , on ne modifie pas la nature d'une série, donc tout ce qui suit dans
ce paragraphe est valable pour les séries dont le signe de ses termes est constant a partir d'un certain
rang.

1.5.1 Convergence par majoration de la suite des sommes partielles et comparaison série et intégrale
Théoreme 1

Soit Z un une série a termes réels positifs.
n=0

N
On pose : VN, Sy = Z Up.

n=0

Z u, converge si et seulement si (Sy) iy est majorée.
n=0

Corollaire 1 (Théoréme de comparaison d’une série et d’'une intégrale)

Soit f une application de [a, +oo[(a € R,), continue, positive et décroissante. Alors la série de terme général u,, = f(n)
X

converge si et seulement si la fonction F : x — f f(t) dt admet une limite réelle en +oo.
a

Applications :

CPGE Brizeux 7 Quimper



PSI (deuxiéme année) Année scolaire 2021-2022

g= a. Les séries de Riemann :
Définition 6

: L
On appelle série de Riemann, toute série de la forme E — ouaceR.
n
n>1

Propriété 9

. . 1 . .
La série de Riemann ) — converge si et seulement sio > 1.
n
n>1

1
Démonstration: Pour a >0, lafonction fy: [1;+00[3 x — — € R est une fonction continue et décroissante, on peut appliquer
x

X 1 3
le corollaire précédent. Sachant que f = = a-1 ( - F) sta# 1, cette intégrale admet une limite réelle lorsque x
1t In(x) sia=1
tend vers +oo si et seulement si « > 1. On en déduit que la série converge si et seulement si a > 1.
Si a < 0, la série diverge grossierement. |

8= b. Les séries de Bertrand du type Z

1
 _BeR
n>e ndnn)P

1.5.2 Comparaison a une série a termes positifs

a. Théoréme de comparaison des séries a termes positifs
Théoréeme 2
Soient Z u, et Z U une série a termes réels positifs. On supposeIN e N,Vn > N,0 < u, < vp.

n=0 n=0
Alors,

1. ) v, converge=> Y  u, converge.
n=0 n=0

2. ) uy,diverge= )_ v, diverge.
n=0 n=0

b. Utilisationdu O eto
Propriété 10
Soient Z v, et Z u, 2 séries a termes positifs.
n=0 n=0
On su = = .
ppose Z vy, convergente et unn_&ooO(vn) (ou unn_>+ooo(vn))
n=0
Alors Z u, est convergente.
n=0

Corollaire 2 (Le « coup du o »)

Soient Z un une série a termes positifs telle qu’il existe a > 1 tel que :
n=0

lim n*u,=0
n—+oo

Alors ) u, est convergente.

n=0
< . . 1 1 - . -
Démonstration: Vulacondition,onau, = o|— | comme Z — est une série de Riemann convergente, la série de terme
n—+
oo \n 1N
général u, converge. |
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Propriété 11
Soient Y vy et ) uy, deux séries a termes positifs.
n=0 n=0
On suppose Z u, divergenteetu, = O(vy) (ouu, = o(vy)).
n>0 n—+oo n—+oo
Alors ) vy est divergente.
n=0

Corollaire 3 (Le « coup du o »)

Soit Z u, une série a termes positifs telle qu'il existe a < 1 tel que :
n=0

lim n%u, =400
n—+oo

Alors Z u, est divergente.
n=0

1 1
Démonstration: ANeN, Vn > N, n®u, > 1.DoncVn >N, u, > —- Cela illustre le fait que pr il O (uy) en observant que
n n% n—+oo

1 . . . s .
— estle terme général d’une série de Riemann divergente, on en déduit le corollaire. |

c. Utilisation de I'équivalent

Propriété 12

Soient ) vy et ) uy, deux séries a termes positifs.
n=0 n=0
Onsuppose u, ~ vp.Alors Y vy et Y u, sontde méme nature.
n—+oo
n=0 n=0

Exemples : On considére les séries de terme général :

%_ 2. g—arctan(nz); 3 arccos(n—z)
. 2 1 .

In(n)

1.6 Absolue convergence

1.6.1 Définition-Propriété
Définition 7

Soit Z U, une série numérique. On dit Z u, est absolument convergente lorsque Z |uy,| converge.
n=0 n=0 n=0

Remarque
Lorsque, a partir d’'un certain rang, tous les termes u,, sont positifs, Z u, est absolument convergente si et seulement si
n=0

Z up converge.
n=0

Propriété 13

1. Si Z uy, est absolument convergente alors Z u, converge.
n=0 n=0

CPGE Brizeux 9 Quimper
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2. Laréciproque du 1 est fausse .

3. Soient Z v, et Z u, deux séries absolument convergentes, alors Z (un + vy) est absolument convergente et
n=0 n=0 n=0

+00 o0
gz lun|+ Z [Vl
n=0 n=0

+00
Z (Un + vn)
n=0

Démonstration: 1. Démonstration admise.
(-n" (-n"

n

1
= Z — diverge. Ce sera l'exemple de référence a citer pour justifier

2. On avuque Z converge alors que Z
n
n>=1

n>1 n n>1
que cette réciproque est fausse.

3. Linégalité triangulaire appliquées aux sommes finies ainsi que le théoréme de la limite monotone nous garantissent que

VNeN,ona:
N N
Yo wn+v)| <Y lup+uvnl o))
n=0 n=0
N N
< Z|un|+2|vn| @
n=0 n=0
+00 +00
< lunl+ Z [vnl, 3)
n=0 n=0

nous permettant de voir que la suite croissante en N du membre de droite de (1) converge, et ainsi que la série de terme

général uy, + vy, est absolument convergente. Un passage a la limite dans I'inégalité (1) nous permet de conclure. |
Propriété 14
Soient Z v, une série a termes positifs et Z u, une série a termes complexes.
n=0 n=0
On suppose Z v, convergenteetu, = O(vy) (ouu, = o(vy)).
n—+oo n—+oo
n=0
Alors Z u, est absolument convergente.
n=0

Démonstration: On a |uy]| = O (vy) (ou |uynl = 0 (vn)), la série Z |un| converge (en utilisant « le coup du a » dans le cas des
n—+oo n—+oo
n=0

séries a termes positifs). .. |

Corollaire 4 (Le « coup du o »)

Soient Z u, une série a termes complexes telle qu’il existe o > 1 tel que :
n=0

lim n*u,=0
n—+oo

Alors Z u, est absolument convergente.
n=0

CPGE Brizeux 10 Quimper
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2 Les compléments de P.S.I.

2.1

Reégle de D’Alembert

Théoreme 3 (Regle de D’Alembert)

On suppose que nl_lgl@

Soit Z u, une série a termes positifs .

n=0

u —
ntl existe dans R et on la note ¢.

Un

Alors,

g= Sif <1, alors Z u, est convergente.
n=0

8g Sif>1oul =+oo, alors Z uy diverge grossiérement.
n=0

8= Sif¢ =1, on ne peut rien dire.

Démonstration: Pour chaque cas:

1. Onsuppose ¢ < 1. En écrivant la définition de nlim

. On suppose ¢ > 1. En écrivant la définition de lim

Un+1
—+00 Uy

= /¢, on obtient

u
Ve>0,3NeN, V> N,l—e< L cpye
Un

i _ _1-/
Puisque ¢ < 1, on peut trouver e >0 tel que 0 < g = £+ & < 1 (par exemple € = =)
Alors, Ve >0,INeN,Vn > N,0 < up+1 < qup.

Par cascade, on obtient Vi > N,0 < u, < q”_NuN

qgel0,1[= Z q”‘N up converge et par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que Z up est
n=0 n=0

convergente.

u .

dndl ¢, on obtient

n—+oo un

u
Ve>0,ANeN,Vn> N, l-e< " < 4e
Un
Puisque ¢ > 1, on peut trouver € > 0 tel que g = £ —€ > 1 (par exemple € = %)
Alors, Ve>0,INeN,Vn > N,u,+1 = quy.
Par cascade, on obtient Vn > N, u, > q”_NuN.
qg>1=> nhT q”_NuN =+o00 = nlh}} up = +o0o, en particulier (1) ,en ne tend pas vers 0, d’ol1 la divergence grossiere de
—+00 —+00

Y up.

. Avec u, = %, ona/l=1et) uy,diverge.

Avec u, = #, ona/f=1et} u, converge.
Ces deux exemples montrent que le cas £ = 1 ne nous permet pas de conclure sur la nature de }_ uy,.

|
O
a. De la démonstration, on retiendra que 'on compare la série a une série géométrique ce qui peut nous
faire rappeler les conditions de ¢ par rapporta 1.
N - . . Un+1
b. Cette regle ne s'utilise que lorsqu’on peut savoir hr+n
n—+oo Uy

c. Cette regle s’applique bien lorsque u, comporte des produits et quotients en factorielle.

CPGE Brizeux 11 Quimper
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71000 nla" .
et Z ouacR].

nﬂ

Exemples : Z
n>0 Vn! n>1

2.2 Produit de Cauchy de deux séries

Définition 8 (Produit de Cauchy)

On appelle produit de Cauchy des séries ) u, et ) v, lasérie Y  wy ol
n=0 n=0 n=0

n n
VneN,w, = Z Up vn_kzz Up—k Vk
k=0 k=0

Propriété 15

Soient deux séries Z u, et Z v, absolument convergentes.
n=0 n=0
Alors la série produit de Cauchy est absolument convergente et

e (S (L)

n=0 n=0

Démonstration: admise.

Exemple : Calculer la série Z nx"! lorsque | x| < 1 en utilisant un produit de Cauchy.
n>1

2.3 Lasérie Exponentielle

Propriété 16

n

z
VzeC, E — est absolument convergente.
n!
n=0

Démonstration: 8= Démonstration manuscrite n° 1.

Définition 9 (Série exponentielle)

. . P Zn N
On appelle série exponentielle toute série de la forme Z —ouze C.
n>o N
Elle converge et sa somme est notée e*.
4
e’ = —
n=0 n!
+00 xﬂ
(r) On a déja démontré que pour x € R, e* = —
n=0 -
-
Propriété 17
1. Y(z1,2) € C2, e81%%2 = gZ1g22,
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2. VOeER, el® = cos(0) +isin(0).
3. V(x,y) eR?, e¥*V = e¥(cos(y) +isin(y)).

Démonstration: 8= Démonstration manuscrite n° 2.

3 Séries alternées
E’eﬁnition 10

Soit Z U, une série a termes réels.
n=0

n=0

Exemples :
-n" L. .
1.VaeR, Z - estune série alternée.
n=0
(-n" . )
2. Z In|1- est une série alternée.
n>1 n
(_ n
3. Z (-1)"In (1 - ) n’est pas une série alternée.
n>1

Théoreme 4 (Critere Spécial des Séries Alternées (C.S.S.A.))

On considére une série alternée Z Uy.
n=0

On suppose :
1. (lu,l), décroissante.
2. (luyl)n converge vers 0.

Alors : Z up converge.

On dit que Z uy, est une série alternée lorsque la suite ((—1)" uy) ,en est une suite de réels de signe constant, autre-

ment dit le terme général u, est de la forme u, = (—1)"a, ot (a,) ,en €st une suite de réels de signe constant.

n=0
Démonstration: 8= Démonstration manuscrite n° 3. |
Exemples :
_1\n
1. Onavuque Z converge vers In(2);
n=0
. o (-n" n
2. la série de Gregory-Leibniz Z converge vers —;
n=0 4
. (-n"
3. la série Z converge sans converger absolument;
n>1 n
. -n" 1
4. Etudier la convergence de la série n(x) = Z o et exprimer une relation entre n(x) et {(x) = Z prs
n=1 n=1
lorsque x > 1.
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Théoreme 5 (Encadrement de la somme d’une série alternée)

On considére une série alternée Z u, vérifiantle C.S.S.A..

n=0
+00
Z uy, est comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques.
n=0
Plus précisément :
+00
L. Siuy=(-1"a, 0t a,>0,YNeN, Sons1 < Y, un < Son.
n=0
+00 N
2. Siup=(-1)"ap0ua,<0,YNEN,Son < Y. 1y < Son+1 0UYNEN, Sy =) up.
n=0 n=0
Théoreme 6

Signe et Majoration de la somme et du reste d'une série alternée
On considére une série alternée Z u, vérifiantle C.S.S.A..

n=0
+00 +00
1. Z uy est du signe de son premier terme non nul uy, et | Z upl <lupl.
n=0 n=0
+00
2. VN>0,Ry = Z uy est du signe de son premier terme uy+) et |Ry| < lun+1l-
n=N+1

Démonstration: 2.Ona Ry =S-Sy
Soit N pair : Posons N =2p.
Notre but ici : On veut montrer que Ry, = S — Sz, est du signe de uzp+1 = —azp+1 donc négatif, et |[Rzp| < |upp+1/, autrement dit
—Rop < a2p+1-
Or, d’apres I'encadrement de S par les sommes partielles, on a: Spp41 < S < S2p, d'ott S—Spp < 0, ce qui montre que Ry est
négatif, c’est-a-dire bien du signe de son premier terme uzp+1.
D’autre part, Szp+1 < Simplique Szp+1—S2p < Rzp, Cest-a-dire upp+1 < Rop, ce quidonne [Ryp| < [uzp+11, puisque [Rzp| = —Rop
etuzp+1l=—u2p+1

Soit N impair : Posons N =2p + 1.

But : On veut montrer que Rpp+1 = S— S2p+1 est du signe de upp42 = dzp+2 donc positif, et |Rap+1] < |uzp+2], autrement dit
Rop+1 < azp+2

Or, d’apres I'encadrement de S par les sommes partielles, ona: Spp+1 < S et S < Spp+2 (car S est limite de la suite croissante donc
un majorant de (San) n), d'olt S—S2p+1 > 0, ce qui montre que Ryp 4 est positif, c’est-a-dire bien du signe de son premier terme

W2p+2.
D’autre part, S < Szp+2 implique S—S2p+1 < S2p+2 — S2p+1 = Uzp+2, C'est-a-dire Rap11 < Upp2, ce quidonne [Ropy1| < luzp+2]
puisque |[Rap+11 = Rop+1 etluppial = uzp+2 u

Exemples d’application :

(n+D7 gin(x)
[

Tt

1. La série Z Uy O Uy = dx. Cela permet notamment d’étudier la convergence de l'inté-

n=0

+00 gj
grale f sin(x) dx
0 X

2. Etudier la nature de la série ) _ sin (T[\/ n?+ 1).
n=0
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4 Formule de Stirling

Lemme (Intégrales de Wallis)

pis
2
PourneN, on pose I, = f sin”(¢) dt. On a alors :
0
Lo ! b
1. (I;) hen €St décroissante. 3. Vn, by, = @n)! E. 4. Vn,(n+ DI 1, = =
22n(ph2 2 2
2. Y Ipya = 2L 5. I2 -
. Vn, 2 = M petoo 20
Démonstration: $= Démonstration manuscrite n° 4. |
Propriété 18 (Formule de Stirling)
On dispose d’un équivalent de n! lorsque n — +oo :
nl ~ n"e"V2nn
n—+oo
Démonstration: $= Démonstration manuscrite n° 5. |
Exemples :
. nﬂﬂ
1. On se fixe un réel strictement positif a. Etudier la convergence de la série Z (aean en utilisant la
n>o (M)
regle d’Alembert puis la formule de Stirling. Comparer.
. P - 2n)!
2. Soit p € R... Etudier la convergence de la série Z 7 "
n>o (1!
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