D Oraux CCINP | PC J; CPGE

Chapitre 1 2021-2022 Quimper

Déroulé de l'épreuve :
e 30 minutes de préparation sur |'exercice majeur, suivies de 20 minutes d’interrogation
e Puis 10 minutes sur un exercice mineur, parfois dicté par I'examinateur, sans aucune préparation.

I. Enoncés

Exercice mineur 1

400
Pour n € N, avec n > 1, on note J,, = / exp(—z") dx
0

Montrer que J,, existe.
Montrer que la suite (J,,) converge.

Exercice mineur 2

Soient w = exp(2ir/7), S=w+w? +w' et T = w’ + w° + W’
Calculer S+ T et S T, puis en déduire S et T

Exercice mineur 3

Résoudre I'équation différentielle :
(2* = 1)y" — 6y = 0.

Exercice mineur 4

Soit a appartenant a R, S, = {f de classe C* de R dans R; Vox € R, f'(z) = —f(a — ) et f(0) = 0}
1. Montrer que si [ appartient a S, alors f est solution d'une équation différentielle d’ordre 2.

2. Déterminer S,,.

Exercice mineur 5
Soit E' un espace euclidien. Soient a et b des vecteurs de E avec a et b non nuls.

Soit f: F — FE

r +— x—{(a,z)b
1) Montrer que : f bijective < (a,b) # 1.
2) Dans le cas f bijective, calculer f~*.

Exercice mineur 6

Soit E un ensemble tel que card(E) = neti € [0,n]. Onnote Q; = {(A, B) € (P(E))* AUB =E, card(B) = i}.
Déterminer card(€;).

Exercice mineur 7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E tel que u?> = 0 et u # 0. Posons r = rg u.
1. Montrer que Im u C Ker u. Montrer que n > 2r.

oy : : O I
2. Montrer qu'il existe une base B de E telle que la matrice dans la base B de u soit : <O nner 0 " ) que
n—r,n—r n—r,r

I'on peut noter abusivement O I
P 0 0)
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’ Exercice Majeur 8

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1. On rappelle qu'un endomorphisme u de E est dit

antisymétrique lorsque : Ve,y € B, (u(z),y) = — (z,u(y))
1. On suppose ici que £ = R?, muni de son produit scalaire usuel. Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice
0 —1 -2
dans la base canonique est : A=11 0 -3
2 3 0

a) Montrer que A est antisymétrique, et donner f(a, b, c) pour tout (a,b,c) € R®.
b) Montrer que f est antisymétrique.

c) Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux. Déterminer rg f. On revient désormais au cas
général.

2. Soit u € L(E).

a) Montrer que u est antisymétrique si et seulement sa matrice dans toute base orthonormée de E est antisymé-
trique.

b) Montrer, a l'aide du déterminant, que si u est antisymétrique et bijectif, alors rgu est pair.

c) Montrer que si u est antisymétrique, alors rgu est pair.

| Exercice mineur8 |

n
1 nu . .
On pose pour tout n > 2, u, = H(2 — eﬁ) et v, = In ((—n) Montrer que la série Zvn converge, puls

n—1)u,_
k=2 Jtn-1 n>2

que la série E u, diverge.

n>2
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’Exercice Majeur 9 ‘

0 1
-1 0
VieR X'(t) = AX(t).

On pose A = . Soit S I'ensemble des fonctions X : R — My (R) de classe C' et telles que

cost . N
_din t) appartient 3 S.

1. Soit X € §. Montrer que AX € S.

2. En déduire une base de S.

3. Soit X € S. Montrer que X est bornée sur R.

4. Soient P € My(R) inversible et M € M,(R) telles que A= PMP™'.

Soit Y : R — My (R) de classe C" sur R et telle que Y’ = MY. Montrer que Y est bornée sur R. On introduit
sur My (R) le produit scalaire défini par (X|2) = X' Z.

Soit b : R — R de classe C" et intégrable sur R. Soit X : R — My (R) de classe C"' et telle que V¢t €
R X'(t) = (A+b(t) )X ().

Soit f : t — || X (¢)||. Montrer que f est dérivable sur R et vérifie : f'(t) = 2b(t) f(t).Montrer que la fonction
X de la question précédente est bornée.

Montrer que V' : t —

| Exercice mineur9 |

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n, telles que, pour k € [1,n], 'urne numéro k contient k& boules
numérotées de 1 a k. On choisit une urne au hasard, puis |I'on choisit, toujours au hasard, une boule dans cette urne.

Soit N le numéro de |'urne choisie; donner la loi et I'espérance de N. Soit X le numéro de la boule choisie;
donner la loi et I'espérance de X.

TD ch.1 Oraux CCINP 3/13



‘o
Maths Oraux CCINP PC 4 CPGE

M. Roger Quimper

|Planche 3 |

I

’Exercice Majeur 10 ‘

P 2p
Soit (U )nen+ une suite numérique. Montrer que  Vp € N* Z(Ugi_l + Ug;) = Zuz
i=1 i=1
1. Montrer que la série Z (=1*
k>1 vk
+o00 (_1)k

2. Pour tout n € N*, on pose R,, = .

n—+2p (_1)k X p—1 1 1
Montrer que, pour tout p € N*, X (1)t . .
e ! k—TZLH vk Y kz_o<\/n+1+2k \/n+2+2k;)

+o0
1 1
En déduire que R, = (—1)""* Z ( - )
\Vn+1+2k  Vn+2+2k

1
\/n—I—:z:'

Montrer que g, est deux fois dérivable sur R, et que sa dérivée est croissante.

converge.

3. Pour n € N*, on définit sur R, la fonction g, : * —

» . . L 1 X1 1 &K1
4. A l'aide de I'inégalité des accroissements finis, en déduire que 3 kZQW < |R,| < §k21 =T
=n+ =n+

5. Montrer que la série g R,, converge.

’Exercice mineur10 \
3 2 2
Soit A=1[2 2 0
2 0 2
Déterminer le spectre de A.
Donner une matrice diagonale D semblable 3 A.
La matrice A est-elle inversible ?
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Exercice Majeur 11

.. 1
1. On considére pour z > 0 la suite (u,,) définie pour n € N par u,(z) = ( +) et f(x
r+n

a) Rappeler le critére des séries alternées avec la majoration du reste et son signe.
b) i) f est-elle bien définie et continue sur R? ?

b) ii) Montrer que pour tout z > 0: f(z) = — — Z - k + -
x

c) Montrer que : Vx > 0, 2 = —

o e 0 155
d) Déterminer un équivalent de f en —|—oo

e) Déterminer un équivalent de f en 07.
)

1 ta?—l
f) Montrer que : f(x) :/ dt.
o L+t

Exercice mineur 12

=l

Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes de lois géométriques de paramétres p; et p,. Déterminer la loi de

Z =min(X,Y).
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Exercice Majeur 13
a b c

Soit M(a,b,c)=|c a b| et E={M(a,b,c)/ (a,b,c)c R}
b ¢ a

1. On note J = M(0,1,0). Calculer J?. Exprimer M (a,b,c) en fonction de I3, J et J°.

2. E est-il un sous-espace vectoriel de Mt3(R) 7 Si oui, quelle est sa dimension 7 Est-il stable par produit ?

3. La matrice J est-elle diagonalisable sur C? Donner ses valeurs propres en fonction de j = e ainsi que les
vecteurs propres associés.

4. La matrice M est-elle diagonalisable sur C?

5. Montrer que M est diagonalisable sur R si et seulement si b = c.

6. On note f,;. I'endomorphisme associé a la matrice M (a, b, c). Conditions sur a,b, ¢ pour que f, ;. soit un
projecteur ? Donner alors son image et son noyau.

Exercice mineur 14
On pose f(z,y) =zlny — ylnx pour (x,y) € ]Rf.
Déterminer les extremums de f sur Riz.
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Exercice Majeur 15

+o0
Soit f(x) :/ T eitdt.

o T2Ht?
Montrer que f est définie sur R’ .

Montrer que f est de classe C? et exprimer f sous forme d'une intégrale.
0%g 0%

a) Calculer — + —= ou g(z,t) = ——.

) ox?  Ot? 9(z,t) x? 412

b) Montrer que f est solution de 3" —y = 0.
+o00 1 )
Montrer que Vo > 0, f(z) = / e du.

— 00

14 u?

G R W e e

Déterminer f.

Exercice mineur 16

4 2 0 --- 0
2 4 2 :
Soit A, =10 -. -. . 0
Pt el e 2
o --- 0 2 4

1) Calculer det A,, pour n> 1.
2) Les matrices sont-elles inversibles pour tout n > 17
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Exercice Majeur 17

1. Soit f € L(R"), et C; ={g € L(R");g0 f = fog}.
Montrer que C'y est un R espace vectoriel.
2. Soit (ey,e2) la base canonique de R? et x = (z1, ) € R?.
Donner le déterminant dans la base (ey, e2) de la famille F = (e — x, €5 — ).
En déduire une condition nécessaire et suffisante sur = pour que la famille F soit une base de R

3. Soit (eq,...,€e,) la base canonique de R™ et © = (z1,...,x,) € R".
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur = pour que la famille (e; — z, ..., e, — ) soit une base de
R™.

On suppose dans la suite que cette condition est vérifiée.

4. Soit f € L(R™) défini par f : e; —> e; — x, pour tout 1 < i < n. Donner les valeurs propres de f et la
dimension des sous-espaces propres associés.

5. f est-elle diagonalisable ?
6. En déduire la dimension de C} et le rang de f.

Exercice mineur 18
On dispose de N voitures et N péages. Les voitures sont réparties selon la loi uniforme entre les péages. Pour tout
i, X; est la variable aléatoire représentant le nombre de voitures au péage numéro i.

1. Quelle est la loi de X;7

2. Donner |'espérance et la variance de X;.
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Exercice Majeur 19
Pour tout n > 2 entier, on pose R,,(C) = {M € M, (C); 3Q € GL,(C), VA € C,Q + A\M € M, (C)}.

0 1 aq 1
1 0 0 1 a 0
On pose J, = _ _ () et A,(a1,...,a,) = .2 . ()
(0) 1 0 (0) 1 a,

1. Calculer det(AQ(al, az)) et det(A3(a1, as, CL3>)
2. Calculer det(A,(aq,...,a,))
3. Soit D une matrice diagonale dont la diagonale contient la valeur 0. Montrer que D € R, (C).

a b a

4. Soit Qg = et My = 0 . Soit A € C. Calculer det(Qqy + AMy). Montrer que toute matrice de
c d 0 b

M., (C) non inversible appartient a R,,(C).
5. Soit V,,(C) I'ensemble des matrices de M,,(C) non-inversibles. Comparer A,,(C) et R,,(C) pour l'inclusion.

Exercice mineur 20

Convergence et somme de Z ch(n)z".
n>0
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Exercice Majeur 21

Soit E' I'ensemble des fonctions continues a valeurs positives sur [0, 1] et ¢ I'application de £ dans E quia f € £
associe ¢(f) définie par ¢(f)(z) = / V/ f(t)dt. On considére la suite (f,) définie par fo = 1 et la relation de
0

récurrence fr,i1 = o(fn)-
1. E est-il un espace vectoriel 7 Justifier.

2. a) Soit f € E. Montrer que ¢(f) est de classe C* et calculer ¢(f)".
2. b) ¢ est-elle injective ? surjective ?
3. a) Montrer qu'il existe des suites (a,), (3,) telles que : f,(2) = a,z”" pour tout entier n et tout réel 2 € [0, 1].

2\/ay, .
Montrer que : Vn € N, anJFl:ﬁan , ﬁn+1:%+1

3. b) Calculer 3, en fonction de n.

4. Montrer que la suite («y,) est minorée par une constante strictement positive, puis que :

Apy1 — . . . .
Vn €N, apyo — i1 < % En déduire que la suite (cv,) converge et donner sa limite.

T om
5. Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers une fonction f a déterminer. La converge est-elle uniforme
sur [0,1] 7

Exercice mineur 22
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes telles que X ~ P(\) avec A > 0 et telle que pour tout n € N la loi
de Y sachant (X = n) est une loi binomiale de paramétres n, p avec p € |0, 1].

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. Déterminer |a loi de Y
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Exercice Majeur 23
Pour tout polynéme P de R[X], on pose f(P) = P(X +1)— P(X). Pour tout entier n, on note f, I'endomorphisme
de R, [X] induit par f.
1. Donner la matrice de f; relativement a la base canonique de R3[X].
. Soit P € Ker f. Montrer que P — P(0) admet une infinité de racines. En déduire Ker f.
. Déterminer le noyau et I'image de f,.
. Prouver que f est surjectif.
. Trouver tous les polyndmes P tels que P(X + 1) — P(X) = X2

(@)} Gl W0N

. En déduire une expression simple de E k2.
k=0

Exercice mineur 24

+oo
Pour tout x réel convenable, on pose f(z) = E e VR
n=0

1. Montrer que f est définie sur |0, +oc.
2. Montrer que f est continue sur ]0, +oo.
3. Montrer que f(z) tend vers 1 quand z tend vers 4o0.
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Exercice Majeur 25

+oo 202 +00 1,2
t t
On pose F(z) = / M dt et G(v) = / sin’( I)dt pour tout x réel convenable.
o (l+t?) 0 ¢
1. Montrer que G est définie sur R. On admet que F' |'est aussi.
2. Pour tout x > 0, prouver |'égalité G(z) = xG(1).

3. Pour tout x réel, montrer I'encadrement 0 < G(z) — F(x) < —. En déduire que F(x) est équivalent a xG(1)

|

quand x tend vers +oo.
4. Montrer que F est de classe C? sur R et que sa dérivée seconde est donnée par
% cos(2tx)
VeeR, F'(z)= 2/ ———=dt
o 1+
5. Montrer que F est solution de I'équation différentielle y"(x) — 4y(x) = 7 — 42G(1) sur ]0, +oo].
6. En déduire une expression de F' sur |0, +o00| puis sur R.

Exercice mineur 26
Soit f un endomorphisme d'un C-espace vectoriel de dimension n. On suppose que f est de rang 1 et que f* n’est
pas |'endomorphisme nul.

1. Montrer que le noyau et I'image de f sont supplémentaires dans E. 2. Montrer qu'il existe une constante A
complexe telle que f? = \f.
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Notes

6 correction mineur 6 : Indication : pour n =5 écrire tous les A et B dans P(E), par ezemple [1,2] et [3,5].

Combien y a-t-il de facons de tirer i éléments dans un ensemble en contenant n, avec i <n ?

8 correction :

8 correction :

9 correction :

9 correction :

10 correction : Soit A =

NN W
O NN
N O N

Déterminer le spectre de A.
Donner une matrice diagonale D semblable a A.
La matrice A est-elle inversible ?

10 correction :
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