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Exercice 1

Soit n € N*. Résoudre |'équation
(1) = (z— 1)

Combien y a-t-il de solutions ?

Pour z = 1, on ne trouve pas de solution.

—1\"
Pour z # 1, on se raméne a (Z ) =1
z4+1

c'est a dire 3 : )
z — .
Jk e 0,n—1]; =— =¥ /" (F

0.0~ 1]; g = e (B

(Bp) = z—1=(2+ 1)e2ihm/n sy 21— eZikﬂ/n) —(1+ eQikTr/n)
Pour k = 0, on n('obtient pas de solution.

. . 1+62ikﬂ/n
Pour k € [1,n — 1], on obtient une solution z;, = T ook
2 11
On considére la matrice A définiepar: A= | 1 2 1 | et f I'endomorphisme de R? de matrice A relativement a
00 3

la base canonique.

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2) Montrer que les deux sous-espaces

Ker(f —id) et Ker((f — 3id)?) sont supplémentaires dans R>.

3) Justifier que Ker(f — 3id)* D Ker(f — 3id)

4) Déterminer un supplémentaire W de Ker(f — 3id) dans Ker((f — 3id)?), et une base adaptée a la somme directe
Ker((f — 3id)?) = Ker(f — 3id) @ W.

5) En déduire qu'il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est T =

S O W

10
3 0
01

Calculer T™, Vn € N* et en déduire A", Vn € N,

1. Pour z € C, ya(z) =det(zls — A) = (x = 3)((z — 2)* = 1) = (xz — 3)*(z — 1).
Donc Sp(f) = {1,3}

x
Pour V = | y |, on résout :
z
1
AV =V<=zo+y=0et 2=0<=V =2 | —1
0
1
AV =3V <= —z+y+z=0etx—y+2=0<=V=x|1
0
-1 1 1
2. OnaA—3I3: 1 -1 1
0 0 0
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2 =20
Donc (A—3L)*=[ -2 2 0
0 0 0

dont le noyau est le plan d'équation —2x + 2y = 0.
Comme @ = (1;—1;0) n'appartient pas & ce plan P = Ker((f — 3id)?), D = Vect(W) = F; est tel que
P+ D est directe. Comme dim(P) +dim(D) = 3, on en déduit que P+ D = R?, c’est a dire que Ker(f —id)
et Ker((f — 3id)?) sont supplémentaires dans R®.

3. Pour g=f —3id, € E, g(z) = 0 = ¢*(x) = g(g9(z)) = 0, donc Ker(g) C Ker(g?).

4. On choisit 7 = (1;1;0) € E5 ¢. P est d'équation z —y = 0, pour W = (0;0;1), on obtient (7, ﬁ) base de
P. On pose W = Vect(W). (W, 7, W) Adaptée a By ; d Peta Fy ;@ Es s ®W.

5. On écrit la matrice dans cette base (7, o, U) On conclut par binéme de Newton
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