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» Analyse : Séries numériques oo

EXERCICE 1 Nature et somme de séries numériques

Donner la nature des séries numériques de terme général u,, puis, si elles convergent, calculer les sommes :

1 2 3"n!
1. unzln(l——z);n>2. 3. unzlnL‘zn in#0. 5. up=——;n#0.
n nz+2n+1 n" s
(Sans la formule de Stirling)
vn n+(-1)"
2. u”:\/ﬁln(\/ﬁJrl ;n#0. 4. unz(n+1)ﬁ—n%;n¢0. 6. un:W
EXERCICE 2 Nature de séries
Etudier la nature des séries suivantes, de terme général u, exprimé par :
sin(n 1
L. (n) 3. 5. vnln(n)
n? ni/n n?+1
2. e— 1+—) 4. G.f ()dt
n (n+1)(n-2)(n+3) --- 2n o 1+
EXERCICE 3 Avec des développement limités
Pour quelles valeurs du parametre a € R} est-on assuré que la série }_ u, converge?
) o b R e e
.Up=1-cos— .Up=exp|cos|—||—exp|cos|— LUp =
" né § P ne P né " n+1
1 arctan(yv/n n+1
4.u, =sin?|n|n+ — 5.un=¢ 6.un=nln(—) (n>1)
n¢ n n-1
EXERCICE 4 Une étude de convergence

Discuter suivant les valeurs des réels a, b et c 1a convergence de la série de terme général
Up,=aln(n+3)+bln(n+2)+cln(n+1)

et calculer sa somme.
EXERCICE 5 Nature de séries

Un

1. Soit (1) 4eny une suite a termes positifs. Posons v, = . Montrer que les séries de termes généraux u, et v,
Un

sont de méme nature.

1
2. Soit la suite (a;) ey donnée par ay > 0 et par la relation de récurrence a,+1 = —e~ . Quelle est la nature de la
n

+00 +00
série Z an ? Donner un développement limité a deux termes de a,. En déduire la nature de Z (- "a,.
n=1 n=1
EXERCICE 6 Séries alternées

Etudier la convergences des séries de terme général :

-n" (-n" (-1"In(n)
1. unzﬁ 3, un:f 5. unzi
na + (1) nk+ A n
1+(-1)"n® . (—1)”) (=" 11 1
= - 4. up=sin|—— 6. U, = 1+ -4+ =4 oot —
2. uy 2a " yn "Ton 23 n



PSI Année scolaire 2020-21

EXERCICE 7 Comparaison avec une intégrale

V1+v2+---+y/n

n(X

1. Suivant la valeur de o € R, déterminer la nature de la série Y, u,, ott u;, =

n 1
2. Par comparaison a une intégrale, donner un équivalent de v,, = Z In(k). La série de terme général — est-elle

k=1 Un
convergente?
EXERCICE 8 Un développement asymptotique
LS|
Pour tout n € N*, on définit s;,, = —_—.
-1 Vk

g bl q 1 \N— — d d ~ \/—
1. Btablir que f < N < f (). En éduire que s 2v/n.
. \/_ n \/_ n =~

2. On définit la suite (1) ,en+ par uy, = s, —2+/n. En utilisant (), montrer que —2<2vn+1-2yn-2< u, <0.
3. Etudier les variations de la suite (1) nen+ €t montrer qu’elle converge vers un réel ¢ € [-2;0].

4. Soit (V) zen~ la suite définie par v, = u, — 4.

. 1 1
a. Etablirque v, —vy-1 = ——=+o0 —3)
Nt Aps n2
€
On peut donc affirmer : Ye > 0,ANg €N,Vn = Ny, [V — Vp-1+ —5 | < 5 (k).
4nz 4nz
+o00o 1 +o00o 1
b. En utilisant (**), en examinant le reste Z (vk — Vg1 +—= ) établir que v, ~
k=n+1 k2 " k—n+1 4k2
. +00 dl’ +00 1 +00o dl'
c. Etablir que f — < Z = < f —-
nil (3 e k3 not2
+00 2
d. Montrer que Z 5 ~ ——.Endéduire un équivalent de vy,.
kine1 4z "rRVR
5. Mont zn: ! +2n+ L + ! )
. Montrer que — /= n+ —+ofl—|.
A & VR nvoo 2vn \Vn
EXERCICE 9 EIVP 17
B +00 (- l)k
1. Etudier la convergence de Zun ol u, = Z ———. On pourra étudier Uy, + Up41.
i—oktn+1
+oo
2. Nature de Z -D"u,
n=0
EXERCICE 10 Un calcul de somme
. . s “In(k) 1 . s
Soit (uy) nen+ 1a suite définie par u, = ) ——— — = (l (n)) Montrer que la suite (1) ,en+ converge. En déduire la

k=1 k
ko

On pourm trouver un lien avec la suite de la somme harmonique ainsi que la constante d’Euler-Mascheroni,

valeur de Z( 1)

LA
ie Y. it In(n) + y+o0(1). La série qui est calculée ici intervient dans le cadre de la fonction { de Riemann et plus
n—+o0o

particulierement dans la démonstration du théoreme fondamental des nombres premiers (Hadamard-La Vallée Pous-
sin).
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