PC Electromagnétisme (PCSI et PC) Correction

Exercice 1

a) On dresse la liste des vecteurs de la cinématique et de la En intégrant la premiere équation :
dynamique :
qBpy=mx—muy, doncwoy = - vy
X x X ‘ 0
OM|y ,#| y ,al v ,B| o et on en déduit
z z Z } By Uox
y(1) = =2 (cos(iwg 1) — 1]
wQ
¥ 0 GBpy : -
fl =qi| y AB| 0 =| —gBox Soit P le projeté orthogonal de M sur le plan (0, x, y), les
’ - équations horaires de son mouvement s'écrivent
S z 5y z . G
La loi de la quantité de mouvement appliquée a la parti- xp(t) = I,% sin(wgt)
cule dans le référentiel galiléen du laboratoire donne le sys- yp(t) = %?a\ [cos(wot) — 1]
teme
qBpy =mi Si . x0=0
—qBpx=m}y En définissant le point 2 epte é‘?‘% , On constate que la
s e ()
0=mz distance QP vaut
b) L'équation en z s'integre indépendamment des deux / > =  Uny MUnx
, ¢ Qp= \/ (xp —XQ)"‘ +(yp — VQ)Z e C0E . TR
autres : ' yp =) W B0
Z=1vpzetz(t) = vyzt
2y . . . . . P est donc animé d'un mouvement circulaire uniforme de
On primitive la deuxiéme équation différentielle en tenant My 14 3 2
ol I centre ( et de rayon R = —5%, L'équation horaire z(1) cor-
compte des conditions initiales : ’ qBoy

respond @ un mouvement rectiligne uniforme # la vitesse
—qByx=my vp=. C'est donc un mouvement hélicoidal.

¢} Lapériode du mouvement circulaire est
eton injecte dans la premiére multipliée par m :

T 2n 2nm
2R2 1= —=—
2.2 2. . . 4By wp  ¢By
—q“Bgx =m"% soit X + 5 X = 0
m A

donc le pas de I'hélice est
C'est une équation d’oscillateur harmonique qui s'intégre R
en tenant compte des conditions initiales et en posant vpzTo = L Zrmﬁ
wg=15 . qBp Vox

m

Yox . ?
x(1) = oL sin(wot) et X = vy coslwgt)
W

Exercice 2

I. a.La charge étant uniformément répartie sur toute la sphére, la densité volumique de

3 .
charge vaut pg = 4?:%3 . Pour un point M quelconque, tous les plans contenant M et O sont des

plans de symétrie de la distribution de charge. Le champ électrique en M, E (M), appartient
a tous ces plans dont I'intersection et la droite passant par O, de vecteur directeur uy. Donc
E (M) est porté par u,. De plus, la distribution de charge est invariante par toute rotation
autour d’un axe passant par O, donc E (M) ne dépend que de r et s’écrit E (M) = E (r) ity.

Les surfaces équipotenticlles, égales a sphéres de centre O, étant fermées, peuvent faire office
de surface de Gauss. En considérant comme surface fermée la sphére de centre O de rayon r

passant par M de coordonnées (7,6, @), il vient d’aprés le théoréme de Gauss, E (drr? =
Qi

g, ou Q; désigne la charge a I’intérieur de la surface fermée.



3
Si M est a I'intérieur de la sphére, Q; = p04£~ etdonc E (r) = Py or d
3 3ey 4ngR3
SiM est a I'extérieur de la sphere, Q; = Q et donc E (r) = Qi .
dmeyr?
b. La sphére étant conductrice, la présence du champ électrique E (M) =E (r) uy engendre
I"existence d’un courant de charge de densité 7 (M) = yE (M) qui provoque un déplacement
de charges vers la périphérie du conducteur, Ainsi, cette distribution de charge n’est pas

compatible avec une densité de courant de charge nulle caractéristique de 1’état d’équilibre
électrique.

2. a.En combinant la loi d’Ohm locale 7 = YE avec les équations locales de Maxwell-

Gauss et de conservation de la charge div 7 + a8 =0, il vient :

ot

. — dp
YdivE + — =0
ot = 8_p+7

Q —p=0 (1)
divE =L dt &

A Pinstant 7 = 0, la charge étant uniformément répartie sur toute la spheére, la densité volu-

mique de charge vaut en tout point M, p (M,t =0) = pg = A M fixé, la résolution de

4TR*
; : z y
I’équation (1) conduita p (M,t) = poexp (— ;) SO = 870 représente le temps de relaxation

de la charge dans le conducteur.
La sphére étant isolée, sa charge totale reste égale a Q, or la charge répartie dans son volume a

4R’ py 5D (_f_t) = Qexp (_%), la différence Q—Q, (¢) =

t ; il i
0 (1 =-eXp (— ;)) est nécessairement répartie sur la surface de la sphére.

I'instant 7 étant égale 3 O, (1) =

Cette migration des charges est due a I’existence d’un courant de charge de densité 7 dans
la sphere de conductrice vérifiant 7 = }/E, porté par u;. La géométrie isotrope du vecteur
densité de courant de charge engendre une répartition surfacique de charge o homogéne sur
toute la surface de la sphere. On peut donc écrire :

o47cR2=Q—Qv=Q(l—exp<—f?)) s 0'=473Q2(1—exp(—%)>.

b. Le champ électrique se déduit du théoréme de Gauss qui s applique de la méme maniére
qu’en question 1.. En conservant la méme surface de Gauss, il vient :

podnr?

_— t
* si M est a I'intérieur de la sphére, Q; (r) = exp (— E) et donc :

=P (- 5) o B (_L) .
E(rt) = expl——)= = exp(——) ;
* si M esta ’extérieur de la spheére, Q; (1) = Q etdonc : E (r,t) = 47r§)r2'

Il apparait que le champ électrique a I’extérieur n’est pas affecté par la relaxation de la sphére
et reste indépendant du temps.



Le calcul du champ magnétique nécessite I’analyse des symétries de la densité de courant de
charge qui s’écrit sous la forme 7 = j(r)u;. On remarque qu’en régime variable, les lignes
de champ du vecteur 7 ne sont pas nécessairement fermées, ce qui signifie qu’il existe des
lieux ou la charge s’accumule.
Pour un point M quelconque, tous les plans contenant les points O et M sont des plans de
symétrie de la distribution de courant. Le champ magnétique, B (M, 1), est orthogonal en M a
tous ces plans dont I’intersection et la droite passant par O, de vecteur directeur u;. Ceci n’est
possible que si B (M,t) = 0.
Au cours de la relaxation de la sphére, le vecteur densité de courant de charge, égal 4 :

. - YOr ( t ) -

rnt)=vyE (nt exp | —— ) ur,

F(nt)=v (nt) 4ne, R3 p ) s
décroit au cours du temps et s’annule au bout d’un temps infini.
La sphere atteint donc 1’équilibre électrique au bout d’un temps infini. Toute la charge Q

est alors répartie en surface, selon la distribution surfacique 6., = le champ magné-

_Q
4regr?

47R?’
tique est nul, le champ électrique est nul a I’intérieur de la sphére et vaut E o, = ur a
I’extérieur de la spheére.

A 1’équilibre, le champ électrique étant nul a I’intérieur de la sphére, les charges, soumises a
aucune force, restent immobiles.

c. Le champ magnétique étant toujours nul, I’énergie électromagnétique est égale a 1’éner-

WE

Le champ électrique a I’extérieur de la sphére restant Identhue tout au long de la relaxation,
la variation d’énergie est donc égale a :

o (t = 00) — & [//s " fol (" 04

D’apres la question 1., pour tout point & I'intérieur de la sphére E (r) = 471201?3 Il vient
donc :
: 2 0
éémU:w)—éZm(r:O 2 280R6/ P'247'E!‘dr‘_—m.

d. Le champ magnétique étant toujours nul, il en est de méme pour le vecteur de Poynting.
L’équation locale de conservation de I’énergie électromagnétique s’écrit alors :

En intégrant cette égalité sur tout I’espace, il vient :

éa —
dem:_f/ T-EdT:—ﬁ TEQd’L’.
dr Sphére Spheére




L'énergie €lectromagnétique est une fonction décroissance du temps et sa dérivée temporelle
est I’opposée de la puissance que la sphére conductrice consomme par effet Joule. Ainsi, la
diminution de I’énergie électromagnétique s’identifie 4 la I’énergie dissipée par effet lors de
la relaxation. Les courants qui ont assuré la migration des charges ont engendré une consom-

mation d’énergie par cffet Joule. Cet énergie consommée a été prélevée sur 1’énergie électro-
magnétique.

Exercice 3

1. En négligeant les effets de bords et en se placant dans 'approximation des régimes

quasi stationnaires, le champ magnétique dans le solénoide est B = pgni(t) 1, .

Le champ électrique induit se détermine en intégrant I'équation de Maxwell-Faraday
rot E = —%—7 conformément a la méthode présentée a la question 2 de I'exercice 7.6
(voir page 209),

— r di
Vr<a, FErt)=——puyn— 1
; (rt) Qﬁu dz a

Densité volumique d’énergie électromagnétique

@

La densité volumique d’énergie électromagnétique est ey = ,]—:;EQEQ + . Son

b
-

unité SI est le J-m 3.

Grace aux expressions de F et B, on peut exprimer chaque terme et les comparer en
en faisant le rapport,

—

Ue %EUEZ E? 1 2 Lal'::
— ST SR e = S ] e (7.4.1)
thin B2 - B c ?
2ua 1
T2

A défaut de caleuler exactement ce rapport, on peut en faire une estimation dimen-
sionnelle (selon la méthode présentée a la page 393) en introduisant la durée typique 7
sur laquelle ont lieu les variations de 4(¢). Dans ce cas, 9t ~ L.
La contribution magnétique de 1’énergie domine si le rapport (7.4.1) sans dimension
est tres faible devant 1. On travaille en 7 = a. qui est la zone du solénoide ou le
rapport risque d’étre le plus grand, donc

]

T

E gy iza2 ] &l = fgds] (7.4.2)

Uy c i -
Cette condition, que 1'on peut aussi traduire par a < e7, correspond a l'approxi-
mation des régimes quasi stationnaires (ARQS). En effet, ¢ représente la distance
parcourtie par une onde électromagnétique dans le vide pendant la durée 7, tandis
que a est la taille du solénoide. Elle signifie que. a I'échelle a du solénoide, les phé-
noménes propagatifs peuvent étre négligés : tout se passe comme si la propagation se
faisait instantanément. En particulier, le champ magnétique s’adapte instantanément
aux variations du courant, comme si le régime était stationnaire, d’ou la validité de
Iexpression B = poni(t) U, tant que la condition (7.4.2) est satisfaite.



3. L’énergie électromagnétique se résume a la contribution magnétique U,,,, que l'on
obtient en intégrant u,, uniquement sur le volume du solénoide (car uy = 0 en dehors
si on néglige les effets de bords),

257 2 i -
B f’u’t
U = / / / ) rdrdddz = ! bley = }'LD (???,) e f

=0 /p= Mg :

dr

Cette expression doit s’identifier & I’énergie magnétique U,, = %L-e'zg donc
L = pgn?ra?l .

On retrouve le résultat obtenu dans le cours de premiére année par un calcul direct
de flux magucthue Le (oefhment L est positif et homogéne & pg multiplié par une
longueur (n s’exprime en m—*, car c’est le nombre de spires par unité de longueur).

4.

Vecteur de Poynting

EAB —2
e

Le vecteur de Poynting R = s’exprime en W - m ™~ en unités SI. Son flux a
travers une surface orientée représente la puissance électromagnétique instantanée
qui traverse cette surface.

Avec les expressions de E et B dans le solénoide, on calcule

o PP . e T _. :
R=—— = VYr<a, R=-pm?>=—iq,!.
Ho EERE e

Pour avoir la puissance P électromagnétique entrant dans le solénoide, on calcule le
flux entrant de R & travers la surface entourant le solénoide (r = a),

di

P= / R(at)-(madfd2d,) = P=pen’nra®ti—
=0 S—— —_—— df

d Sentrant L

L’énergie apportée par rayonnement a travers la surface durant 0,t] est l'intégrale
temporelle de la puissance,

. b ) e
E=[ P dt:/ L?—dt—/ Lidi= = [£=_Lé@).
=0 dt i{(t=0)=0 ' 2 .

On retrouve I'énergic magnétique contenue dans une bobine. Cette expression est
obtenue en électrocinétique en intégrant P = u(t) x i(t) (puissance électrique regue
par la bobine).

Energie magnétique d’une bobine

D’apres le calcul qui précéde, on peut interpréter £ = —Lz comme ['énergie
apportée dans la bobine par rayonnement lors des Va.[‘l&thIlS temporelles du
champ électromagnétique.




Exercice 4

L. Soit M un point quelconque de coordonnées (7, 8. z) (coordonnées cylindriques d’axe Oz).
La distribution de courant admet le plan (M, %,,%.) comme plan de symétrie et elle est

invariante par translation parallelement a Oz et rotation autour de Oz ; le champ magnétique
en M est donc de la forme : B(M) = B(r)uy.

On applique le théoreme d’ Ampere au cercle d’axe Oz passant par M, de rayon r. orienté
dans le sens direct autour de Oz.

'Cngé (B(r)ug)-(dlug) = 2rr x B(r);

cercle
0 Si r< R»
2 _ g2
r—R
=4 I —2 siRy <r<R
2 p2 1
Ry ‘RE
I SiR <r<Ry
0 $i r < Ry
25 ‘U.()I r —'R’) —> .
Du théoréme d’ Ampere : €3 = polr, ontire : B(M) = 75, R’ R2 ug SRy <r<R
ol _, ;
u SiR) <r<R
27rr “8 T .
2. La force de Laplace exercée sur le volume dt est dF J A _1_3_d}
L’ €équilibre entre cette force et la force de pression dF, = —grad pd7t donne la relation :
gradp = 7 AB.Onva expliciter ce gradient.
o 1
La densité volumique est égale a j = ﬁ—) U, dans la couche Ry < r < Ry ; elle est

nulle dans le reste de I’espace. La relation précédente donne un gradient de pression colinéaire
a i, (ce qui était prévisible puisque, par symétrie, p ne peut dépendre que de 7) et :

0 sir<Rp
dp uol? 1‘2—R% g
— =K - Ry <r<R
dr R -R): ¢ ST A
0 SiR; <r <Ry

On constate que la pression est uniforme pour r < R».



3. La pression est nulle pour r > Ry ; pour r < R elle vaut :

Ro g Ri g I? R? — R? R
p p Jin [ —R;  , R
r< Ry =— —dr=— —dr= —R5In— ) .
P 2) /R dr /R dr 27:2(R$—R§)2( 2 : Rg)

2 2

On suppose que Rz = R;.0n pose u = R, /R et on utilise la formule donnée dans 1'énoncé.
On a donc a 1’ordre le plus bas :

uol*  B(R)?
pr<Ry) =~ = ;
8m2RT  2Uop
4. Laloi des gaz parfaits s’écrit : p =2NkgT (en tenant compte des deux sortes de particules).
- p ol 6
Il vient donc : T = = =58 x 10° K.
1 2Nk 16m2RINk

Résolution de probleme

Indications : Commencer par établir, en régime stationnaire, l’expression du
potentiel électrique V(r) dans le sol ou r est la distance au pied de

I’arbre (origine des coordonnées sphériques).

Soit O I’origine des coordonnées sphériques dans le sol, prise au pied de I’arbre.

Le flux de j= J(r)u, avec j(r)<0 a travers une demi-sphére de centre O et de
rayon r est, par définition, I’intensité du courant a travers cette surface, a savoir —/
avec I >0 car le courant est entrant pour remonter ensuite dans I’arbre, puis dans
I’éclair :

~1= [[ jmds= [[ jrds=jw2zr
112 sphére 1/2 spheére

car dS=dSu, (vers I'extérieur) et j(r) uniforme sur la demi-sphére de rayon
r=gcste.

On en déduit j=- ~u,, une densit¢ de courant dans le sol partout radiale

2zr
dirigée vers O.
La loi d’Ohm appliquée au sol conducteur de conductivité électrique o s’écrit :

j=0E = E=-—__35
2ror
Le potentiel électrique V() est relié au champ E par E=- grad V = —CZ—V . ici:
r
- S I .
d’ou par intégration | V(r)=- avec le choix V(r —)=0.
2nor

Le potentiel augmente avec la distance a I’arbre ; pour les pattes avant et les pattes
arriere, on a respectivement :

V. =Vd-p/2)=- 4 et V, =V(d+p/2)=- .
2ro(d—-pl2) ' 2ro(d+ pl2)




La différence de potentiel entre les pattes (ou tension de pas) est :

U :Var_VaP: I l - . = { 2 P 2
P e e e \d—pl2 d+pl2) 2mod—(pl2)

Avec I'hypothése d” > (p/2)*, il vient I'expression approchée :

._1p
! 2mod’
OnaU,,,=RI,, la tension maximale acceptable, or U, diminue lorsque d

augmente, il faut donc d =2 d,,, donné par :

o e
2noR1,

2

" L N /4 -
Dans ces conditions on vérifie I’approximation P =14 ‘xl.

min

AN:d, =76 m

Rq: Pour ’homme p =30 cm est plus petit que pour la vache, la tension de pas et
le courant qui en résulte et qui circule dans le corps humain sont donc
moindres. A méme distance de I'arbre, I'effet de 1'éclair est donc plus
dangereux pour une vache que pour un homme.



