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Méthodes a retenir :
e Pour démontrer qu'une série de fonctions E fn converge normalement sur un intervalle I vers une fonction somme

n>0
S, il suffit de montrer que la série numérique E || frlloo,r converge. On a alors convergence normale donc convergence
n>0
uniforme de la suite des fonctions sommes partielles vers la fonction somme.
Sur un intervalle I, lorsque la série de fonctions continues E fn converge uniformément (a fortiori si converge norma-

n>0
+oo

lement), alors la somme S = E fn est continue sur I.

n=0

400
Sur un segment [a, b], le théoréme d’intégration terme 3 terme permet de calculer Z/ fn, lorsque la série de fonction

n=0"%
converge uniformément, a fortiori lorsqu’elle converge normalement sur [a, b].
+0o0
Sur un intervalle quelconque I, le théoréme d’intégration terme a terme permet de calculer g /fn, lorsque la série
I
n=0

de fonction c.p.m.intégrables converge simplement, et que la série numérique Z / | fr(t)|dt converge.

n>0"1
Sur un intervalle quelconque I, pour une suite (u,)nen € F(I,K)Y de fonctions de classe C* sur I, telle que la série
de fonctions Zun CVS sur I, et telle que la série Zu;l des dérivées CVU sur I, on peut dériver terme 3 terme.

I.

Exemples usuels

La fonction Dzéta de Riemann

2. Pour tout > 1, on pose ((z) = —

" . 1 : :
1. Justifier que la série Z — converge si et seulement si 7 > 1.
n

n>1
+o0
1

nt’
n=1

Justifier que ( est continue sur |1, +oc], a I'aide de la convergence normale sur tout segment [a, b] de |1, +o0]

pour la série de fonctions E Zn, AVEC 2y 1 T > —.
n

n>1

3. Justifier que ¢ est de classe C* sur ]1,+o0|, a l'aide de la convergence normale sur tout segment [a,b] de

|1, +o00] pour la série de fonctions Zzﬁl

n>1

II. Applications directes du cours

|Exercice 2 | 2

(&
Pour n € N on pose u, :]0,+00[— R, = — .
x

1. Soit n € N fixé. Etudier les variations de wu,,.

2. En déduire que pour tout a > 0, u,, est bornée
efna

sur [a, 400 et ||t ]|oo,fa,+00] =

3. Quelle est la nature de la série numérique

TD ch.6 Séries de fonctions

e—na

> ?

n>0
4. Que peut-on en déduire pour la série de fonctions
Z Uy !
n>0
efnz
est

+oo
5. En déduire que la fonction S : x — Z

n=0

Xz

définie et continue sur ]0, +oo.
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Exercice 3 | 2

Soit I =]0, 1]. Pour tout n € N, on pose

foil =R, x+— e,

Etudier la convergence simple puis la convergence nor-
male sur I de la série de fonctions an.

Méme question en restriction a J = [1/2, 1].

i Interversion Z ot /

[0,1]
Théoreme d’intégration terme a terme

Pour n € N, on pose v, :]0,1] = R, t — t"Int

1. (a) Justifier que : pour tout n € N, v,, est conti-
nue sur ]0, 1].

(b) Montrer que pour tout n € N, v,, est conti-
nue intégrable sur ]0, 1], et que :

! 1
/O v, () |dt = CEE

(c) En déduire que la série numérique

Z/ |v,| converge.
10,1]

n>0

2. Justifier que pour tout ¢t € [0, 1],

_Zt”

2

X1
3. On admet que Z =i T

6
En appliquant le théoréme d'intégration terme a
. ! Int —m2
terme, en déduire que : / dt =
o 1—1t 6

III. A savoir rédiger
Kb

Pour tout n € N*, on définit

—1)»
gn:Rj—HR,xH( ) :
nx

1. Montrer que la série de fonctions E Jn converge
n>1
simplement sur [1,+o0[, et normalement sur

TD ch.6 Séries de fonctions

|Exercice 5 | 2

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de
la série des fonctions

1
n? + 12

¥’ Interversion Z et , cal-

culs de sommes de « séries der/vees »

fnix— avecn>letxeR

Pour n € N, on pose w,, ;| — 1,1[= R, t —> t"

1. (a) Justifier que : pour tout n € N, w,, est de
classe C' sur ] —1,1].

(b) Justifier que la série de fonctions an
n>0
converge simplement sur | — 1,1 vers S :
t— ——
1—t
(c) Justifier que la série de fonctions Zw;
n>0
converge normalement sur tout segment de
] - 17 1[
2. En appliquant le théoréme de dérivation terme
a terme, en déduire que S est de classe C! sur
| — 1, 1] et calculer sa dérivée en tout point.

+oo
3. En déduire Z T
n=1

4. En reprenant la méthode & l'ordre 2, calculer
—+o00

nn—1
>

n=2

[a, +00[, pour tout a > 1.
On note 7 :]1, +oo[— R sa somme.

2. Montrer que pour tout x > 1, on a:

T(x) = (27" = 1) (()

+001
ouC:x»—>Zn—

n=1
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IV. Exercices

e

On pose u,(xr) = (—1)""ig?"+?
10,1] et u,(0) = 0

Inx pourz €

+o0
1. Calculer, pour z €]0, 1], Zun(x)
n=0

2. Montrer que E u,, converge uniformément sur
n>0

0, 1].

Inz

1+x2dx =

1
3. En  déduire ['égalité /
0

= (1

nz% (2n 4 1)2
ek

Soit a > 0. Quel est I'ensemble de définition de
+o0

g:x— Z(am)”7
n=0

TD ch.6 Séries de fonctions

|[Exercice 10 | %
1) Montrer que la série de fonctions an ol f, est

n>1

définie pour = € [0, 4o00] par f,(z) = converge

nd +x

simplement sur R™. On note S sa somme.

2) Pour tout n > 1, calculer || f,,|co-

3) La série Z fn converge-t-elle normalement sur R* ?
n>1

Normalement sur tout segment de R™ ?

4) Montrer que la fonction S est continue sur R™, puis

calculer lim S(z).
T—+00

’Exeruce 11 \
Déterminer I ensemble de définition de la fonction

Arctan (nz)

2 4n?

’Exeruce 12 | Ak

+oo —

—1\ne—n=
Démontrer que ¢ :|0,+c0[— R, = — Z e
n=1

est et de classe C* sur ]0, +oo].
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V. Pour aller plus loin

|Exercice 13 | &

sin(nt)

+oo
Justifier que f : t — Z est définie et continue

n3
n=1

sur R. Vérifier que [ est 2m-périodique et impaire.
|Exercice 14 | &

1. Exprimer T sous la forme de la somme d'une

série numérique géométrique, pour t € [0, 1].

1 +oo
Int -1
2. Démontrer que / L P Z (—)2
o L+t —~(n+1)

’Exercice 15 \ PAgh ok
Pour x > 0, on pose

1. Justifier que S est définie et de classe C' sur
R

2. En remarquant que S’() est du signe de —1/22,
préciser le sens de variation de S.

3. Etablir
Ve >0,S(xz+1)+S(x)=1/x

4. Donner un équivalent de S en 0.
5. En remarquant que
S(x)+S(z+1)
2
donner un équivalent de S en +o0.

S(x)+ S(x—1)
2

< S(x) <

|[Exercice 16 | % Etude d’une somme de
fonctions
Pour tout n € N*, on pose :

xn

n - 9 R7 T o -
fn [0, +oo[— R, z+— @@ 1)

TD ch.6 Séries de fonctions

1. Montrer que la série E fn converge simplement

n>1
sur

D = [0,1{U]1, +00].

On note S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S est de classe C! sur D et étudier
le signe de S’(x) suivant les valeurs de = € D.

3. Montrer que S admet une limite en 1.
4. Montrer que S tend vers 0 en +o0.

5. Donner le tableau de variations de S, puis tracer
I'allure de la courbe représentative de S.

|Exercice 17 | X Intégrale d’une somme de
fonctions

o= 1
)= Zm/l—i—nx'

n=1

Pour = > 0, on pose f(x

1. Justifier que I'on définit bien une fonction f sur
R, par |'expression précédente.

2. Montrer que f est continue sur I =]0, +o00].
notons qu’il suffit de montrer le résultat sur
tout segment de [

3. Montrer que f est intégrable sur |0, 1] et que

1 +oo 9
/0 fod=3 n(1+vn+1)

n=1

4. Montrer que f n'est pas intégrable sur [1, 4+00].
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|Probléme 1| % Etude d’une fonction définie par une expression sous forme de

série

Lorsque cela a un sens, on pose

S _+oo1 1
(:E)_Zﬁ_njwc
n=1

On note, pour tout n > 1, u, la fonction u, : x —
1 1

n n+zx

A) Séries numériques

1. Montrer la convergence et calculer la somme de

la série
>
nZln n+1

2. Montrer I'existence d'un nombre réel 7 tel que

N
ZE = InN+v+0(1)
n=1

N—+o0

3. En déduire la valeur de la limite :

1 2
4. (a) Montrer e la série - —
( ) au ! nz>:1 n 2n —1
converge. On note V' sa somme.
N 1 2N N
b) Mont = - -
(b) onrerquenz:;%_1 2.5 ;Qn

(c) En déduire la valeur de V.

TD ch.6 Séries de fonctions

B) Etude de S sur R™.

On notera Z~ I'ensemble des entiers strictement né-

gatifs.

1. Montrer que le domaine de définition de S est
D=R\Z" .
2. Calculer S(0); S(1) et S(—1/2).
1
1+z

3. Montrer : Vo € D, S(x+1) — S(x) =
En déduire S(2)et S(1/2).
4. (a) Calculer IEIEOO un(z). La série Zun

n>1

converge-t-elle normalement sur R ?

(b) Soit [a;b] un segment inclus dans R*. Etu-
dier la convergence normale sur [a; b].

(c) Montrer que S est continue sur R,

5. (a) Justifier que u, € C'(R" R) et calculer u/,
sur RT.

(b) En déduire que S € C'(R™,R) et exprimer
S’ comme la somme d'une série de fonctions.

(c) En déduire les variations de S sur R*.
(d) Calculer lim S'(z), lim S'(x), et lim S’(z).
z—0+ z—1 T—2
6. Soit la fonction définie sur [1; +o0] par :

FINCI
Yu t t4x

(a) Déterminer une primitive ®, de ,.
(b) Montrer que :

n+1 n
vnz2 [ adt<ems [ e
n n—1

(c) En déduire un encadrement de S(x)

(d) Donner un équivalent de S(x) lorsque z tend
vers +00.

7. Tracer le graphe de la fonction S sur RY.
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