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Méthodes a retenir :

e Attention au vocabulaire et aux notations :
N +oo

E u,, est une somme partielle, avec N fixé; E uy,, désigne la somme de la série convergente de terme général u,, ;

n=0 n=0

Enfin E u,, désigne la série de terme général u,, dont on ne connait pas forcément la nature;

n>0

e Pour justifier qu’une série E uy, converge, il suffit de comparer |u,| au terme général d'une série convergente de référence.

e Pour justifier qu'une série Zun diverge, il suffit de savoir que wu,, ne tend pas vers 0 (grossiére divergence). La réciproque est

FAUSSE! (la série harmonique Zn_l diverge...)

e Pour une série a termes tous positifs, montrer la convergence revient & majorer les sommes partielles (Sy) indépendamment de

N par une méme constante.

I. Exemples usuels

x
Inn

Justifier que la série E —— diverge, en comparant son
n
n>1

1
terme général 3 —.
n

II. Applications directes du cours

vc « Serie geomeétrique »

Soit @ > 0 et (up)n>0 = (a")p>0. Calculer les sommes
N

partielles Sy = Zai, pour N € N. Nature de Zun
i=0

vc « Série telescopique »

Etudier la convergence de la série Zun
n>1
N 1
ou Uy = —/——m—.
" nn+1)
On pourra remarquer que L1
P querd nin+1) n (m+1)

ITI. A savoir rédiger

[Exercice 7 | 22

Déterminer la nature des séries de termes généraux

n —1)"Ilnn
s ), L
n°+n

n
1 1 1\"

C) cp = - d)yd,=e— |1+ —

) vVn2 -1 n?2+1 ) < n>

Exercice 8 | 2

Déterminer la nature des séries de termes généraux
n

a) ap =

a) &, = 3 b) y, = sin (%)

1 n+1\"
= — — >
c) zp =1In <1 + n2> d) tp (n 1) (avec n > 2)

%
Inn

Justifier que la série g —5- converge, en comparant son
n
n>1

1
terme général & ——.
& 3/2

% « Série exponentielle »

Montrer que la série de terme général v,, =

converge

(im)"
n!
et calculer sa somme.

v¢ « Comparaison de séries »

Sachant que Z — est convergente, quelle est la nature de
n

n>1
la série :
> SRR L
Up, POUr Uy = — — —5 1
an, pour w, = —; sin est multiple de 3, w, = 0 sinon?
n

veve « Critere special »
(="
P
rouver que Z 1
n>0

déterminer un entier N, pour que

converge. En notant S sa somme,

|S — Sn| <1072

en déduire une valeur approchée de S a 1072 pres.
Comment ferait-on en Python pour calculer cette va-
leur approchée ?
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IV. Exercices

%% Mines-Telecom 2017
Pour a > 0 fixé, on pose pour n € N¥,

10
N = — In(k).
Un = — ;n()

Déterminer la nature de la série E Up,.
n>1

%% « reste d’'une série convergente »

Soit o > 1 fixé. Justifier que pour tout n > 2,
n+1 1 1 n 1
/ —dt<— < / —dt.
n 13 n n—1 e
400 1

En déduire un équivalent simple 3 Ry = Z —.

«a
n=N-+1

V. Pour aller plus loin

vevevx « Série de Bertrand »

Démontrer que la série E 5 de paramétres réels
n>2

n®(Inn)

et 3, convergessia>1lou(a=1etf>1)

el

Soit (up)n>0 définie par :
Uy, + uZ
up €]0,1[ et Yn € N, up41 = %
1. Montrer que (u,,) converge vers une limite ¢ que lon
précisera.

2. Déterminer la nature de la série E Up,

3. Montrer qu'il existe K > 0 tel que u,, ~ —
n—+oo 2N

Y% CCP PSI 2016
1

On définit la suite (ug)r>0 par : ux =

14+ k2

1. Etablir la convergence de la série de terme général

Uk -
+0o0
On note pour tout n € N, a,, = Z U
k=n-+1

2. Montrer que pour tout =z €| — 1,1], Zanx"

n>0
converge.

%% « sommes partielles d’une série di-

vergente »

En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un
équivalent en +o0o des sommes partielles d’ordre n des sé-
ries suivantes de terme général wu,, :

Lou, =1/n% (0 <a<1);
2. up =Ilnn/n

e

Déterminer, selon les valeurs du réel o la nature de la série
de terme général u, =In (1 + (—1)" n™%).

e

Soit (uy,)n>1 une suite de réels strictement positifs. Montrer
la série g U, a méme nature que les séries :

1. Montrer la série E U, a méme nature que la série :

Zln(l + up) ;

2. Montrer que si E u, converge, alors
converge
indic. : on pourra utiliser l’inégalité de Cauchy-

Z@

Schwarz pour les sommes partielles, ou bien ’inégalité
a? +v?
, Ya,b e R
el
Soit (ay) une suite décroissante de termes positifs telle que
Z an converge.

1. En justifiant, démontrer que pour n € N,
0 < na, <2(S, — SLR/QJ).

2. En déduire que na,, — 0.
n—+o0o

ab <

3. En déduire que la série Zn(an — ap41) converge.

TD ch.3 Séries numériques, rappels de sup et approfondissements 2/6



D Séries numériques I
Chapitre 3

PC o" CPGE

Brizeux
2019-2020 Quimper

el

1
1) Soit n € N*, on pose = — : démontrer que pour
) Soit n pose s, kzl - que pou
1 k+1 1 1
tout £k e N*: —— < / —dt < —, en déduire que
kE+1 i t k
sn ~ Inn quand n tend vers +00;
2) Pour n € N*, on pose u, = s, — Inn , démontrer que
(uy) est une suite décroissante convergente de limite notée
7, prouver que s, = Inn+y+o(1);
n——4oc
n (_1)k+1
3) Pour n € N* ¢, = —
) PP

, démontrer que

1~ ()" :

Op = —————dx, et que (0,) est une suite conver-
0 1 + x

gente et calculer sa limite; retrouver ce résultat en remar-

quant que g9, = S2, — Sn;

e

. /+°° dt
Soit u,, = —_—
0 (1+t3)n

1. Trouver une relation de récurrence entre les éléments
de la suite (uy).

2. En déduire une expression de u,, en fonction de n;

3. Donner la nature des suites et séries de termes géné-
raux uy , (—1)"uy, , up/n
( on pourra étudier la suite définie par :
v = In(n'3uy) )

4. Déterminer la somme de la série de terme général
(=1)"un

el

Prouver que pour tout n € N* I'équation Inz =z —n, a
une solution unique dans [1, +-0o[ notée x,,, étudier la nature

de Z(:cn)o‘ pour o réel.

e

Discuter selon la valeur des paramétres réels «, 8 la nature
des séries suivantes de terme général :

a) ap = aV" b)bn:H{“/B
k=1

__n® — o\

C)Cn_m d)dn—(l-l—n)

el

Soit Zun une série a termes strictement positifs telle que

Un+1

Unp
absolument convergente

A )
=1——+wv, o0 \ est réel et Zvn est une série
n

U A
1. Pour tout n, on pose w, = In <”+1> +=. Prouver
Up, n

que E wy, est une série absolument convergente.

2. En déduire que u,, ~ pour un réel A > 0.

n—-+00 nA,

1.35.....2n — 1)\
3. EtudierZ( 2.4.6...(..7(1271) )> , pour o € RY

e

Soient g U, g vy, deux séries a termes strictement posi-

tifs convergentes, démontrer que les séries de terme général

UnUn,
sont convergentes.

Ap = y/UpUp €t bn =
n Un

%X Mines-Ponts : série divergente

Donner un équivalent de E
k=2

klnk’

%% « Mines-Ponts »

Soit (up)n>0 définie par : ug € R et
(=1)™ cosuy,

i N =
neN, Upt1 1

Nature de la série de terme général u,, ?
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# Y’ « Mines-Ponts »

On consideére la suite (v,) définie par : Vn > 1,

vy = <n+((n—1)+(...+(2+1i)...)i>i>4.

Donner la limite de la suite (vy,).
1
Montrer que v, = O(n4).

%Y « Mines-Ponts »

Soit (un)n>0 définie par : up € R et
(—1)" cosuy,
n+1
Nature de la série de terme général u,, ?

Vn € Na Un+1 =

Scdccie CCP MP 2017
On définit la suite (uy,) par ug > 0 et ¥Yn € N, Untl _

Unp,

n-+a

oll a et b sont des réels strictement positifs. Déter-
n

miner la nature de Zun et calculer sa somme en cas de
convergence.

Indication : Etudier la suite (vy,) définie par : v, =
(n+b—1)u,

EEEE

Pour tout n € N, on pose

(n+1)m 3 ¢ (n+1)m | o t
"y = / RULF / [sint] )
n t nim t

T

1. Montrer que la série g uy converge. On notera £ la
n>0
somme de cette série.

2. A l'aide d'un encadrement par des sommes partielles
B sint

de la série Z Uy, montrer que lim Tdt =

B
>0 —+o0 Jo

{. Commentaire.

3. Soit k € N. Montrer que pour tout t € [km +

2
/4, kr + 37 /4], | sint| > \2[

4. En déduire une minoration de v, pour tout k € N.

5. Donner la nature de la série E v. Commentaire.
k>0
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VI. Formule de Stirling
Yeveve @ savoir refaire

1. Equivalent de sommes partielles de séries positives divergentes

+o0
(a) Soient f : [1,+oo[— R™ continue et décroissante et telle que / f(t) dt diverge.

1
N N+1 N
Justifier que pour tout N > 1, Zf(k‘ +1) < / f(t) dt < Zf(k:)
k=1 1 k=1
N

N+1
(b) En déduire que Sy = Zf(k) est équivalent en 400 a / f(t)de.
k=1 !

N
1
(c) En déduire que sy = Z z est équivalent en +00 a In(V).
k=1
(d) Le résultat du (b) est-il encore valable pour f croissante ?

2. Développement limité de In(n!)

2 | — : |~ n,0(n)
(a) Démontrer que In(n!) e nln(n) + O(n), puis que |n! A nte
N-1
(b) En posant u,, = In(n!) — nln(n) et en calculant uy —u; = z Uk41 — Uk, Vérifier que uy ~ —N.
1 n—-+00
n
En déduire que In(n!) = nlnn —n+o(n), puis que |n! ~ (E) o)
n——+00 n—+o0o0 \ €
e In N
(c) En posant v, = In(n!) —nln(n) + n et en calculant vy — vy = Z Vg1 — Uk, Vérifier que vy  ~  ——.
Pt n—+oo 2
: 1 : n
En déduire que In(n!) = nlnn—n+ el o(Inn), puis que |n! = <ﬁ> Vn eonm)
n—+00 2 n—+oo \ e
Inn = L g
(d) En posant w,, = In(n!) —nln(n) +n — —eten calculant wy —wy = Z Wg+1 — Wy, vérifier que wy admet
k=1
une limite finie ¢ lorsque N — +oo0.
¢ Inn : n\n"
(e) En posant K =€, montrer que In(n!) = nlnon—n+—+/+o0(1), puisque|n! ~ K (—) vn
n—+00 2 n—+00 €

w/2
3. Intégrales de Wallis On pose W, = / (sint)™ dt.
0

(a) Calculer Wy et Wi. Pour k > 2, établir une relation entre Wy, et Wj_o.

T (2n)! 221 ()2
~ —72( ) 5 et [ Wopp1| ~ 2Hnl)” :
n—+oo 2 227(n!) n—+oo (2n + 1)!
(c) Justifier que la suite (W,,) est décroissante et positive, et pour tout n > 0, 0 < Wy19 < Wy41 < Wy, puis que
lim L
WTL .

(b) En déduire les formules | W5,

(d) En déduire la formule |W,, ~ — |

n—+oo \ 2n

(e) En déduire la formule de Stirling :
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Notes

0 N+1

3 correction : pour a # 1, Sy = %. il y a concergence ssi a¥ ! — 0 c'est & dire ssi la] < 1, vers 1 i
15 correction :
1. £=0
2. apcr, upt1 < 1+ 1/2un et majoration par O((3/4)™)
w n—1 n—1
3. Zln(l + ug) CV, car a mé&me nature que Zuk on a donc u, = 2—2 X kl_IO(l +ug); K= liTILTlUO kl_[o(l + ug)

T

correction : équivalent 3 /
o zlnz

25

dz = In(In(n)) — In(In 2)

(-

26

correction : |up+1| — 0, par DL2, u, = + O(n*2)

27 correction : diverge car v > n | par réc vl e(2n)/* car (20 4 2)*/* < z pour z > 2

(_l)nfl

n

28

correction : |up41| — 0, par DL2, u, = + O(n*2)

29 correction : Unt+1 —Vn = (a+b— 1)un.
—-b+1
CaSa-l-b—l:O:un:u
n

Casa+b—1#0 Zun CV ssi Z(karl — vy, CV ssi (V) CV vers une limite L, auquel cas up ~ L/n. Si L #0DV. Si L =0, u, =o(1)/n

31 correction : 1)d) :

n n+1 n
Sn:Zf(n)gIn:/ FO) A<D fk+1)
k=1 1 k=1

donc f(1)+Sn < f(1) — f(n+1)+ S <Sn <1In

et I, — +oo permet de conclure.

TD ch.3 Séries numériques, rappels de sup et approfondissements 6/6



	Exemples usuels
	Applications directes du cours
	A savoir rédiger
	Exercices
	Pour aller plus loin
	Formule de Stirling

