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Méthodes a retenir :

e Attention au vocabulaire et aux notations :
N +oo

Zun est une somme partielle, avec N fixé; Zun désigne la somme de la série convergente de terme général u,, ;
n=0 n=0
Enfin Z u, désigne la série de terme général u,, dont on ne connait pas forcément la nature;
n>0
e Pour justifier qu'une série Zun converge, il suffit de comparer |u,| au terme général d'une série convergente de
référence.
e Pour justifier qu'une série Zun diverge, il suffit de savoir que u, ne tend pas vers 0 (grossiére divergence). La

réciproque est FAUSSE! (la série harmonique Znil diverge...)

e Pour une série a termes tous positifs, montrer la convergence revient 3 majorer les sommes partielles (Sy) indépen-
damment de N par une méme constante.

I. Calculs de sommes de séries convergentes
% « Série géométrique »
N

Soit a > 0 et (up)n>0 = (a")n>o. Calculer les sommes partielles Sy = Za,i, pour N € N. Nature de Zun et
=0
expression de la somme en cas de convergence.

% « Série télescopique »

Justifier la convergence de la série E U,
n>1

ol u, = —— — et donner la valeur de sa somme.
n(n+1)
1 1 1

On pourra remarquer que D) =5 (n+1)

II. Nature d’une série
% « Comparaison de séries »

1 i
Sachant que E —, est convergente, quelle est la nature de la série :
n
n>1

1 1
Zvn, pourvn:—Q——?
n

n3
n>1

1 . ) .

E Wy, pour w, = — si n est multiple de 3, w,, = 0 sinon?
n

n>1

e

Discuter selon la valeur des paramétres réels o, 5 la nature des séries suivantes de terme général :

a)CLn:Oé\/ﬁ b)bn_ﬁw
k=1

67

n

s D di= (1)

c) ¢, =
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III. Séries et intégrales
v « Sommes partielles d’une série divergente »

M q
1. Calculer/ n dt, pour M > 1 entier.
1

k+1 1
2. Pour k > 2, encadrer / n dt en utilisant la décroissance sur [k, k + 1] de la fonction ¢ — —.
k

N

1
3. En déduire qu'un équivalent de Sy = E % lorsque N — +o00 est In N.
k=1

Y7 « sommes partielles d’une série divergente »

En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un équivalent en +0o des sommes partielles d'ordre n des séries
suivantes de terme général u,, :

Lou, =1/n% (0 <a<1);

2. u, =Inn/n

IV. Séries alternées
% « Critére spécial »

Prouver que Z (

_1 n . .
1 converge. En notant S sa somme, déterminer un entier NV, pour que
n

n>0

|S — Sn| <1072
en déduire une valeur approchée de S a 102 prés.
Comment ferait-on en Python pour calculer cette valeur approchée ?

el

] —1)»
Donner la nature de la série Zun ouVn>1, u, = /1+ (=1)

n>1 \/ﬁ
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V. Pour aller plus loin
XY « HP : Série de “Bertrand” »
1

5. de parametres réels o et [3, converge ssi o > 1 ou (a=1letf>1)

Démontrer que la série E —
n*(Inn)
n>2

|Exercice 10 | %X « Mines-Ponts »
Soit (uy)n>0 définie par : up € R et
(—1)"™ cosuy,

n+1
Nature de la série de terme général u,, ?

VneN, u,11 =

|Exercice 11 | %X Mines-Ponts PC
Soit (un)n>o définie par :

Uy + u%
SR
1. Montrer que (u,) converge vers une limite ¢ que I'on précisera.

up €]0,1[ et Yn € N, uy,yq =

2. Déterminer la nature de la série E Uy,

K

3. Montrer qu'il existe K > 0 tel que u,, ~ —
n—s+oo 2N

’Exercice 12 \ PO SA ¢

Soit /+oo dt
it u, = —_
o (1+8)"

1. Trouver une relation de récurrence entre les éléments de la suite (u,,).

2. En déduire une expression de wu,, en fonction de n;

3. Donner la nature des suites et séries de termes généraux u,, , (—1)"u, , u,/n
( on pourra étudier la suite définie par :

v, = In(n'?u,) )

4. Déterminer la somme de la série de terme général (—1)"u,
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VI. Formule de Stirling

|Exercice 13 | k<X & savoir refaire

1. Equivalent de sommes partielles de séries positives divergentes

+o0
(a) Soient f : [1,+oo[— R* continue et décroissante et telle que f(t) dt diverge.
1
N N+1 N
Justifier que pour tout N > 1, Zf(k +1) < / f()ydt < Zf(k)
k=1 1 k=1

N N+1
(b) En déduire que Sy = Zf(k:) est équivalent en +o00 a / f(t)dt.
1

k=1
N
1 1 . .
(c) En déduire que sy = Z z est équivalent en +oo a In(N).
k=1

(d) Le résultat du (b) est-il encore valable pour f croissante ?

2. Développement limité de In(n!)

(a) Démontrer que In(n!) T nlin(n) 4+ O(n), puis que |n! e n"e0™
N-1
(b) En posant u,, =In(n!) — nln(n) et en calculant uy — u; = Z U1 — Uy, vérifier que uy et —N.
k=1
En déduire que In(n!) = nlnn —n+o(n), puis que |n! ~ <E>ne0(”)
n—+o00 n—-+oo \ e
N-1

- In N
(c) En posant v, = In(n!) —nlIn(n)+n et en calculant vy — v, = E Ugy1 — U, Vérifler que vy  ~ ——.
n—-4o00 2

k=1
. Inn . n\”"
En déduire que In(n!) = nlnn—n+ — +o(Inn), puis que [n! = (—) Vn enn)
n—-+oo 2 n—-4oo e
N-1
nn .
(d) En posant w,, = In(n!) —nln(n) +n — - et en calculant wy — w; = Z Wiy — Wy, vérifier que wy
k=1
admet une limite finie ¢ lorsque N — +o0.
In _ n
(e) En posant K = ¢, montrer que In(n!) = nlnn—n+—n+€+o(1), puis que [n! ~ K <Q> N
n—-4oo 2 n—-+oo e
/2
3. Intégrales de Wallis On pose W,, = / (sint)" dt.
0
(a) Calculer Wy et Wy. Pour k > 2, établir une relation entre W et W, .
T (2n)! 221 (n!)?

(b) En déduire les formules et | Wap 1

n—:-oo 522"(71!)2 n—:oo (2n+ 1)

(c) Justifier que la suite (W),,) est décroissante et positive, et pour tout n > 0, 0 < W10 < Wiy < W,
Wn+1 -1

puis que lim
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(d) En déduire la formule |W,, ~ T\

n—-+o0o 2n

(e) En déduire la formule de Stirling :
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Notes

L correction :

0_ ,N+1
a . . L .
poura#1, Sy = 1 .il y a concergence ssi a¥ T — 0 c'est a dire ssi |a| < 1, vers il
. ] ) (=" 11 _3/2 i » (= .
correction : Considerer un D.I. u,, = 1+ — — ——+rp, avecr, = O(n terme général d’'une série convergente, E CV par critére
vn 8n n— vn

1
spécial, et Z — DV.
n

(_l)nfl

n

10 correction : |un+t1] — 0, par DL2, uy, = + O(n*2)

1L correction :

1. £=0
2. apcr, up4+1 < LS 1/2un et majoration par O((3/4)™)
n—1 n—1
3. Zln(l + ug) CV, car a méme nature que Zuk on a donc u, = % X kl_[O(l +ug); K = Iiénuo kl_[()(l + uy)

12 correction :
3n—1

mn

_4\/5#
9

un — 1 par IPP

Un

uo

13 correction : 1)d) :

n+1 n
S R A AN UETED SFICREY
1 k=1

donc f(1) + 5 < f(1) = f(n+1) + S0 < Sn < In

et I, — +oo permet de conclure.
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