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Méthodes a retenir :

e ATaide du tableau de variations de f,, dérivable sur I, il est aisé de calculer la valeur de || f||co,r = sup{|fn(t)|;t € I}.
e Pour démontrer qu'une suite de fonctions (f,,), € N converge uniformément sur un intervalle I vers une fonction limite

f. il suffit de montrer que || f, — fllocog —— 0
n——+0oo

b

e Sur un segment [a, b], le théoréme d'interversion permet de calculer lim fn, lorsque la suite de fonctions continue

(fn) CVU sur [a, b].

n—-+o0o a

e Sur un segment [a, b], lorsque la suite de fonctions continues (f,,) CVU sur [a, b] vers f, on sait que f = lirf frn est
n—-—+0o0

continue sur [a, b].
e Sur un intervalle quelconque I,

si la suite (f,,) de fonctions continues p.m. CVS vers f,

et s'il existe une fonction ¢ continue p.m., positive intégrable sur I telle que ’Vn eN, Vtel, |fu(t)] <) ‘

(domination par majoration des |f,,| indépendemment de n, par ¢ intégrable),
le théoréme de convergence dominée permet de montrer que, f et les f,, pour n € N sont intégrables sur I,

que la suite numérique (/fn> converge et que lim /fn:/f
I n n—-+oo I I

I. Convergence d’une suite de fonctions

Exercice 1| 23

Soit f: R — R, z — 1. Pour tout n € N, on pose
fn i R=>R, x+—1—2"

1) Notons J = [0, 1[. Montrer que (f,) converge sim-
plement vers f sur J.

2) (fn) converge-t-elle simplement vers f sur [0,1]7
3) Montrer que la convergence est uniforme sur
K =[1/4,1/2].

|Exercice 2 |

Pour tout n € N* on pose f, : R* — R, t —

t\" : .
(1 + —) . Montrer que la suite (f,,),>1 converge sim-
o >

plement sur R™ vers la fonction ¢ — exp(t).

|Exercice 3 | 2

Pour chaque suite de fonctions dans C"(I,R), étudier
la convergence simple sur I vers une éventuelle fonction
limite :

a) I =]—-1,1,¥neN, f,:z— (n—1)z";

by I =[0,7/2], Vn € N, g, :x ((iosx)”;

c) I =10,1], Vn € N, hn.xwm,
nr+1

n2 + n3x2’
2

d)I =1[0,1], Vn €N, 4, : x —

)] =[-1/2,1/2], ¥n €N, j, x> Y a"

k=n
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Exercice 4 | 2

Pour n € N on pose f, :]0,+oo[— R, z +— .
x

1. Soit n € N fixé. Etudier les variations de f,,.

2. En déduire que pour tout a > 0, f,, est bornée

e—na

sur [a, +OO[ et anHOO,[a,-i-OO[ -

3. Etudier la convergence simple de (f,) sur
10, +o0.

4. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur
10, +o0.

5. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur

11, 400

|Exercice 5 | i

Montrer que la suite (f,) définie par

nr+ 1

w001 = R 2= ——
fu: 0,1 o n + nw?

converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction
f:00,1] = R, z+—

x
1+ 22
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II. Limite d’une suite d’intégrales

Kk
Soit f, 0,1] — R, t —

n
étudié la convergence uniforme de (f,),, montrer que

lim /1 £u(0)dE =0
0

n—-+00

Exercice 7 | i
T

o0
On pose pour n € N, u,, = —_—
pose P /0 1+ xnt2

qu’on peut définir la suite (u,),en puis que cette suite
converge et donner sa limite.

Exercice 8 | Zrix

Pour n € N, on pose f, :R = R, t —>

sin(nt)

. Aprés avoir

n

dz. Justifier

(=1)"

142

1. (a) Justifier que : pour tout n € N, f,, est conti-
nue sur [0, 1].

(b) Justifier que la fonction
1 :
o:R =R, tr— T2 est continue po-

sitive intégrable sur [0, 1], et domine la suite
de fonctions (f,)nen (i.€. pour tout n € N,
ona: vt el0,1], [fult)] < (1))

(c) Justifier que la suite de fonctions (f,)nen
converge simplement sur [0, 1] vers f : ¢t —
0.

2. En appliquant le théoréme de convergence domi-
née, en déduire que la suite

(un) (/1 (=0)" dt> tend vers 0
Up )neN = \ .
: 0 1412 neN

el

t n
A - "(1-5)
Déterminer lim -~ Nz
n—+oo [; Y

|Exercice 10 | &
1

+oo
On pose : Vn € N\ {0,1 v:/ ———dx.
b Vo= [
Justifier I'existence de v, pour tout entier n > 2 et
étudier la limite éventuelle de la suite (vy,),.

|[Exercice 11 | &%
U1+ " sin(nt?)

On pose pourn € N, u,, =
POsEP /0 1+1¢2

fier que la suite converge et donner sa limite sous forme
intégrale ; calculer cette intégrale.

|[Exercice 12 | &%

Justifier que la suite (f,,),>1 de fonctions définies sur
[0,1] par:

dt pour v > 1.

dt. Justi-

Ve [0,1], Vn € N*, fu(t) = (1+%>n

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que
I'on précisera.

1
La suite (/ fu(t) dt) admet-elle une limite

_ 0 n>1

finie ?

on pourra utiliser linégalité : In(14+u) < u,Vu > —1

’Exercice 13 \ Phgks
Déterminer :

, " odx
lim
n—+oo J1 ™ + ¥
n

III. Dérivée d’une limite de suite de fonctions

|Exercice 14 | %%
Pour n > 1, on pose g, : t — nexp(—n —t).

[

. La fonction g est-elle dérivable?

. La suite (g,,) converge-t-elle simplement sur R* vers une limite ¢ ?

2
3. Pour n > 1, g, est-elle dérivable, si oui, donner |'expression de sa dérivée.
4

. A-t-on pour tout t € RY, ¢'(t) = lir+n g.(t)?
n—-+0o0o
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IV. Pour aller plus loin

’Exercice 15 \ PAgh ok e

nt
Pour n € N*, on note f, : t —> en+1
1. Etudier la convergence simple de la suite (f,).
2. Etudier la convergence uniforme sur tout seg-
ment du type [a,b] .

Exercice 16 | X

Pour n € N, soit J,, = t"(1 —t)"dt;

[0,1]
prouver que lim J, =0;

n—+0o00
|Exercice 17 | % CCP PSI 2010
Soit o € R.
Arctant
1. Etudier I'intégrabilité de f : t — % sur
10, 00|

2. Pour n € N*, existence de l'intégrale

T Arctant
. BRIt

3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (1,,).

|Exercice 18 | &
Soit A >0, et I =[0,A] C R". Pour tout n € N*, on

pose fp, : I — R, x»—>ln(1—}—£>.
n

1. En utilisant I'inégalité 0 < In(1+w) < w valable
sur R, montrer que (f,)n>1 converge simple-
ment sur [ vers la fonction nulle, notée 0.

2. Retrouver ce résultat en majorant | f,(z) — 0(z)|
a 'aide de l'inégalité des accroissements finis.

|Exercice 19 | XX
Pour n € N*, on pose f, : x>

n sinz (cosz)".
w/2
1. Existence et calcul de

fa(t)dt.
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2. Existence et calcul de lim
n—-+o0o

/0 7 .

3. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur

0,7/2]7
|[Exercice 20 | %% lemme de Riemann-
Lebesgue

Soit h une fonction de classe C' sur un segment [, 3]
a valeurs dans R.

g .
On pose, pour tout m € N, H,, = / h(t)e"™ dt.

Montrer, en utilisant une intégration par parties, que
lim H,,=0

m——+00

|[Exercice 21 | %%

sin(nt) .

Pour n > 1, on pose f, : t —
1. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur
[0, 7] vers une limite f7
2. La fonction f est-elle dérivable?

3. Pour n > 1, f, est-elle dérivable, si oui, donner
I'expression de sa dérivée.

4. A-t-on pour tout t € [0, 7|, f'(t) = lm f.(¢)7?

n—-+o00

|Exercice 22 | &%
Pour n > 1, on pose g, : t — nexp(—n — t).

1. La suite (g,) converge-t-elle simplement sur R™
vers une limite g7

2. La fonction g est-elle dérivable ?

3. Pour n > 1, g, est-elle dérivable, si oui, donner
I'expression de sa dérivée.

4. A-t-on pour tout t € R* ¢'(t) = lim ¢/ (¢)7?

n—-+00
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Notes

. t t
2 correction : DL1 In (l + 7> =—4+0(n7?
n n

15 correction : IAF | f, (t) — et| < e[t/ (n + 1)]

: . _— /2 Vn
correction : Par calcul direct de primitive, on a / fn)dt = 1 —0
0 n

19

Pour tout ¢ € [0,7/2] fn(t) = 0, donc CVS vers 0.

— e /2 # 0 pas de CVU!

n+1 —(n+1)/2
)

f(arctan(1/v) = (
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