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I1.4 Vandermonde
Définition 5.

Soient n € N, et (ay,...,a,) € K". On appelle déterminant de Vandermonde le scalaire noté
V(ay,...,a,) défini par :

2 n—1
1 o a% aq X
1 a a as”
2 2
Vial, ..., a,)
2 n—1
1 a, a, ... a,

lemme 9. Vn € N*, Y(ay,...,an, ane1) €K™ Viag, ..., a0, Gpy1) = H(an+1 —ag) X Viay,...,a,)

k=1
démonstration :
2 n—1 n
1 o a% oo X aq
n— n
1 a a; ceeo Qg sy
Viay, ... 6n,ape1) =
2 n—1 n
1 a, a,21 S a, X a,
n— n
Loangy apyy o0 ap Gy
On fait successivement et dans cet ordre, pour k allant en décroissant de n+1 a 2, on fait Cj, < C), — a1 Cr_1 :
n—2 n—1
1 (a1 — apa1) ar(a; — api1) coooal T a1 — angr) al (a1 — apy1)
_ -2 -1
Viay,...,6n,0n01) = | 1 (an—1 — @n+1) @po1(Gpn_1 — Ans1) ar"i(an—1 — apr1) ar_1(@n—1 — Apy1)
n—2 n—1
1 (an - an+1) an<an - an+1) : an (an - an+1) an (an - an+1)
1 0 0 ... 0 0
n
_ +2 _
- (_1)71 (al - an+1) Xoeee X (an - an+1) X V<a2a <oy Qn, an+1) - H(an—H - ak) X V<a1a sy an)
. . . . k-:1
en développant par rapport a la premiére ligne puis en factorisant en ligne. [
[Proposition 10 (déterminant de Vandermonde).]
n—1 n
Soient n. € N*, et (ay,...,a,) € K", |V(ay,...,a,) = H H (a; —a;) | = H (a; —a;)
i=1 \j=it+1 1<i<j<n
démonstration : par récurrence sur n > 1.
e L'initialisation est immédiate pour n = 1.
e supposons la propriété vraie au rang n.
Ona:
n n n n
V<a1a <oy O, an+1) - H(an—H - ak) X V<a1a ceey an) - H(an—H - ak) X H H (aj - ai)
k=1 k=1 i=1 \j=i+1
n n n n+1 n
- IT (@i —a) | x[J(anr —ap) =TT { I (& —a)
i=1 \j=i+1 j=1 i=1 \j=i+1
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[Proposition ll.J

Vasi1(ag, ... ay) # 0 assure que le systéme M X = Y admet une unique solution ou
bo

Y = | : |, M = (a])o<ij<n la matrice de Vandermonde, et X = | : |, avec P = chXk I"unique
by
polyndme d'interpolation de Lagrange.

Co

c, k=0

Remarque 3. En effet, le probléme d’interpolation revient a résoudre le systéme d’inconnue X :

P(ao)
Co bo
Pla
Mx|:|= <_ Dl ;
Cn, Pla,) by,
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