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I. Rappels de PCSI

I.1 Vocabulaire et définitions
[Définition 1 (Sommes partielles).}

Etant donnée une suite (u,),en € CV, on définit la suite (Sy)ney de ses sommes partielles par :

N
VNGN, SN:Zuk
k=0

[Définition 2 (Série numérique, nature).}

Etant donnée une suite (uy,)nen, et (Sn)nen la suite de ses sommes partielles, on appelle série numeé-

rique de terme général u,, le couple ((u,)nen, (Snv)nen), que I'on note Zun ou Zun.
n>0 n>0
e Si la suite (Sy)nen des sommes partielles converge vers une limite ¢ FINIE,

on dit que la série E u, converge,

n>0
+00
et la valeur de la limite de cette suite est appelée somme de la série, et est notée Zun .
n=0
e Si la suite (Sy)nyen des sommes partielles n'admet pas de limite FINIE,
on dit que la série Zun diverge
n>0
+0o0
(il est alors impossible d'écrire Zun pour cette série divergente ).
n=0
N
Remarque 1. U, converge <= lim u, existe et est FINIE.
que 1| > un converge <= lim 3 u, ex
n>0 n=0
o a1 . 1 1 ' 1
exemple 1. La série (téléscopique) Z - — converge, car la suite (1 — —— de ses sommes
n>1n n+1 N+1 N>1

partielles converge. La somme de la série vaut

= 1
Y-y
—n n—+1

exemple 2. La série Z 1 diverge, var la suite (N + 1) de ses sommes partielles diverge. Il est INTERDIT

n>0
+00
d’écrire E 1 : la somme n’existe pas!!!
n=1
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[Définition 3 (Reste).}

+o0
Si la série Zun converge, pour tout N € N, on note Ry = Z u,, le reste d'ordre N, et on a :
n>0 n=N+1
“+00
Ry + Sy = Zun en notant Sy la somme partielle d'indice V.
n=0

I.2 Série a termes positifs

2.a) Notation sommatoire en cas de divergence d’une série & termes positifs
+oo
Convention : pour une série 3 termes positifs, on peut écrire Zun = 400 pour traduire la limite divergente de

n=0
la suite des sommes partielles de cette série divergente.

“+o0o +00
exemple 3. Zl = 400, mais Z(—l)” n’existe pas.
n=1 n=1

2.b) Critére de convergence

[Proposition 1 (CNS de convergence d'une série positive).]

Soient (up)n>0 € RT Ona: Zun converge si et seulement si il existe M > 0 tel que :
n>0

N
VNEN, Y w <M

k=0

démonstration : La suite des sommes partielles (Sy) est croissante. Elle converge si et seulement si elle est majorée
par une constante (FINIE). (J

2.c) Comparaison de séries positives

[Proposition 2 (comparaison par inégalité).}

- N N .
Soient (up)n>0 € R} et (v,)nen € RY. Ona:
SivhneN, 0<u, <wv, et Zvn converge, alors Zun converge.

n>0 n>0
“+o00 —+00

Sivhn e N, 0 < u, <wv, et Zun = +oo diverge, alors Zvn = +00.
n=0 n=0

démonstration : Pour les sommes partielles, on a 0 < Uy < Vy, VN € N.
Si (V) converge, alors la limite majore les sommes partielles de la série positive E u,, donc elle converge.
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Si (Uy) diverge, alors la limite des sommes partielles de la série positive Z u,, est +00, et par comparaison de suites,

(V) diverge vers +oo, donc Zvn diverge. [J

(Proposition 3 (comparaison via équivalent positif).}

Soient (uy)n>0 € CY et (vp)nen € Rﬁ. Ona:Sivne Nu, >0, v, >0etsiu, ~ v, alors

n—-4oo
E upet E v, ont méme nature.
n>0 n>0

démonstration : Le premier point résulte directement du théoréme de comparaison entre séries 3 termes positifs, et
du fait que I'absolue convergence implique la convergence.
Pour le second point, il suffit de remarquer que si u, ~ v, alors il existe ny € N tel que :

n—4o00o
Vn > ng, 0 <wu, < 2v,+n"?, et on conclut grace au théoréme de comparaison de séries positives. (]

I.3 Grossiére divergence

(Proposition 4 (grossiére divergence).]

Si g u,, converge, alors lim u,, = 0.

Par contraposée, si (u,,) ne tend pas vers 0, alors E u,, diverge, on parle alors de grossiére divergence.

démonstration : u,r1 = Spy1 — Sp. Si (S,) admet une limite finie ¢, alors (u,,) a pour limite £ — ¢ = 0. [

I[.4 Séries géométriques

(Proposition 5 (séries géométriques).}

—+00 1
E a" converge <= |a| < 1 | auquel cas g a" = e
—a
n>0 n=0

N 0 N+1
. a’ —a _ .
démonstration : Pour a # 1, on a pour tout N € N, Sy = E a" = ] , qui converge vers une limite
—a
n=0
finie si et seulement si |a|N ™ = 0, ssi |a] < 1. Si tel est le cas, la somme vaut 1/(1 —a) .
— 400

Le cas a = 1 est direct : |a série est grossiérement divergente. [

1 <=1
exemple 4. Z on converge et Z on = 2
n>0 n=0

exemple 5. Z 3" diverge.

n>0

Ch.02 Séries numériques 4/19



Séries numériques 4= CPGE
Cours LA PC Brizeux

Chapitre 02 2022-2023 uimper

4.a) Série exponentielle réelle, via la formule de Taylor

k .
| —0) " (z —u)k
Rappel : |pour f de classe C*™, on a f(z) = (xj%f(])(()) +/ %f”ﬁ'l)(u) du.
]:O . 0 .
par exemple pour [ : x +— €**, on a:
PN _ [t
e—zﬁ—i—mavecm— ; A e’ du
=0

@ (o ok k+1

Comme |rg| < ex|/ u = el@l =] 0, on obtient
0 k! (k+1)! kstoo

[Proposition 6 (exponentielle complexe )J

—+o00 Zj N
e 4| N—+00 7!
]:0 =0

I.b Séries absolument convergentes, comparaison
[Définition 4.]

On dit que la série numérique E uy,, est absolument convergente si la série (positive) E |u,| converge.
n>0 n>0

[Proposition 7.]

Toute série absolument convergente est convergente.

Uy + Uy
2

démonstration : Dans le cas d'une suite réelle (u,), on note, pour tout n € N : v} = max(0,u,) = et

— Uy + |ty

u, = —max(0,u,) = , de sorte que :

VneN, u, =ul —u,, 0<ul <|u,|, 0<u, <|uy,l

n_

Si E |un,| converge, alors par comparaison de séries positives, E u;” converge vers une limite finie L™, et E u,,
N N

converge vers une limite finie L~. On en déduit que E = 0N, = E ul — E u, —— LT — L™, donc que
n=0 n=0

N—+400
E Uy, Converge.

Dans le cas complexe, on se raméne au cas réel en remarquant que |Reu,| < |u,|, donc g Rew,, est ACV. Et

n

on procéde de méme pour Zlm Up. O

Remarque 2. Attention, il existe des séries numériques convergentes, non absolument convergentes !
sinn | sin n|

On montrerait que E converge, mais que E diverge.
n

n>1 n>1
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[Proposition 8 (comparaison a une série positive).}

Soient (ty)ns0 € CV et (vy)nen € RT. Ona: Siwu, = O(v,) et si Zvn converge, alors ZU" est
n>0 n>0
absolument convergente, donc convergente.

démonstration : Comme il existe K tel que |u,| < Kwv,,Vn, on applique théoréme de comparaison entre séries a
termes positifs, puis le fait que I'absolue convergence implique la convergence.

0J

1.6 Famille sommable
Définition 5.

Lorsque la série numérique E uy, est absolument convergente, on dit que la famille (4, ),en est sommable.
n>0

Ex (1/n?),en- est sommable, mais pas ((—1)"/n)nen-
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II. Comparaison série-intégrale

II.1 Technique de comparaison

N N
lemme 9. Pour [ décroissante, c.p.m. positive, Sy = Zf(k:), Iy = / f(t) dt, on a In+ f(0) > Sy > Ins1
k=0 0

k+1
dom: fk+ 1)< [ f0) A< FH) (B

donc en sommant de 0 & NV,

N+1
Sy — f(0) < /O f(t) dt = Iy < Sy

c’est a dire
Iny1 < Sy < In+ f(0) ou bien
Sy —f(0) <Iny < Sn-1 (%)

technique d’encadrement série-intégrale pour une fonction monotone c.p.m. Elle permet d’établir
des convergences et des divergences de séries, d'estimer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes de
séries convergentes dans le cas d'une fonction monotone.

lemme 10. Fquivalent des sommes partielles en cas de divergence.

N N
Pour [ décroissante, c.p.m. positive telle que Zf(n) converge, alors Zf(n) W Iy = / f(t) dt.
—+00 1
n=1

dém : Dans Sy — f(0) < In < Sy_1 (%), on divise par Sy >0 :1— f(0)/Sy < In/Sy <1— f(N)/Sn eton
conclut par gendarmes.

lemme 11. Encadrement des restes en cas de convergence.
+0o0

Pour f décroissante, c.p.m. positive telle que Zf(n) converge, en notant Jy = / f(t) dt, alors
N
Iv <R, <Jv1 (2)

dém : en sommant (Ejy) pour kde N+1a P :

P+1 P Pi1 P
S =% fle+1)< / ft)dt< S f(k), donc
(=N+2 k=N+1 N+1 k=N-+1

+0o0
RN+2 < JN+1 = f(t) dt < RN+1

N+1

donc Jy < R, < Jy_1 (2)
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I1.2 Resultats

,—{Théoréme 12 (Comparaison série intégrale).} \

Soit f : I — R une fonction continue par morceaux, décroissante et positive. Alors

+oo
La série Z f(n) converge <— f(t) dt converge.

no

(c.a.d. la série et l'intégrale ont méme nature : elles sont simultanément convergentes ou divergentes)

démonstration :

n+1
En posant Vn > ng, w, :/ f(t)dt — f(n+1), onaVn >ng, 0 <w, < f(n)— f(n+1).

e Montrons que la série Z wy, converge.
n>ng
Soit n > ng. Pour tout ¢ € [n,n + 1], on a,par décroissance de f, f(n) > f(t) > f(n+1).

En intégrant (on peut le faire car f est continue par morceaux), par croissance de |'intégrale, on obtient :
n+1 n+1 n+1 n+1
f(n)dt > / f)dt > f(n+1)dt, soit f(n) > f(t)dt > f(n+1).

n n
Ainsi, f(n) — f(n+1) > w, > 0.
La série Z w,, est donc une série a termes positifs. De plus, pour tout N > ng, on a :

n>ng
N N
Z wg < Z(f(k) — f(k+1)) = f(ng) = f(N+1) < f(no). Donc la série Z w,, converge, vers une limite /.
k=ng k=ng n>no

N N+1 N
e On en déduit le résultat : pour tout N > ng, on a Z wy = / ft)dt — Z f(k). Comme la suite

k=ngo 0 k=ng
N N+1 N
(Z wk> converge vers {, on en déduit que les suites (/ f(t)dt) et (Z f(k)) sont soit
k=ng N>no no N>ng k=ng N>no

simultanément convergentes soit simultanément divergentes. [J

,,,,,,,,,,,,,

|
i
i

:
|
/1 f(3)dt

A ’ f(4)dt

‘/: f(5)dt

/6 § £(6)dt

(7.95,-0.38)
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[Proposition 13 (séries de Riemann).]

1

5 — converge <= «a > 1
nOt

n>1

. ) : 1 . : :
re-démonstration : on applique le théoréme précédente a la fonction x — — qui est bien continue sur 10, +00],
T

positive, et décroissante lorsque o > 0. [J

I11.3 Séries de Riemann
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[Proposition 14 (séries de Riemann).]

1

E — converge <= a > 1
nOZ

n>1

démonstration :
e Cas @ <0: — ne tend pas vers 0 : il y a grossiére divergence.
n

1 n+1 dt N+1 dt N 1)etl — 1
oCasaE]O,l[:onaVneN*,—z/ —doncSN— / +b > +00.
ne n t° —a+1 N—+oo
oCasazl:‘v’nGN*,—Z/ doncSN—E / n(N+1)— 1n()—>+oo
n n N—4o00
Cas a > 1 Vn > 2 1</n , donc 0 < S § / Al h S S
o Cas « conaVn , — < onc = < < . Les
- ne no1t N ne —a+1 11—«

sommes partielles sont majorées, donc la série a termes positifs converge O
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exemple 6. Les séries de Riemann (PCSI) Z pok Z —sont convergentes, mais les séries Z Z —sont

n>1 n>1 n>1 n>1
divergentes.

ITI. Reégle de d’Alembert, série exponentielle

III.1 Reégle de d’Alembert
[Proposition 15 (Régle de d'AIembert).J

Soit (ar)nen € CN une suite de nombres complexes tous non nuls.

: : o e : L. L.
— Si la suite <| ’"Jr’l‘) admet une limite finie £ et si £ € [0, 1], alors la série numérique Zan
On eN n>0

est absolument convergente, donc convergente.

. . (7% ] .. . L. L.
— Si la suite (’ dax |) admet une limite ¢ et si £ > 1, alors la série numérique Zan est
‘Oén’ eN n>0
(grossierement) divergente.

. . (0% +1 Lo L. ~
— Si la suite %) converge vers ¢ = 1, la série numérique E ., peut étre convergente ou
On
€N

n>0
divergente.
démonstration : Ly Ly
g . a + P . —
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, | |"+|1’ < 5= ~, car par définition de la limite, pour ¢ = 5 > 0,
Oy,

o

[t | — /0| < e, a.p.cr. ny.
||

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ng, |a,| < 4" "|ay,|. par comparaison avec la

série géométrique de raison 7y € [0, 1| convergente, on obtient que Z |, | converge.

n>ng
0. . « (+1 e . f—1
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, | |"+|1| > 5= 7, car par définition de la limite, pour e = 5 > 0,
an
o
el < g, a.p.c.r. ng.
|, — £

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ng, |a,| > 7" "|a,,|. par comparaison avec la
série géométrique de raison v > 1, on obtient que g |o,,| diverge (grossiérement).

n>ng

exemple 7. Attention, tout peut arriver dans le cas £ = 1!!!
2

1 n
La série Z 3 converge, avec nl_lgloo m = 1.

1
La série Z - diverge, avec nl_l)al_loo (n—il) =1
n>1

II1.2 Série exponentielle complexe
Application :
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[Proposition 16 (Série exponentielle).}

ZTL
Pour tout z € C, la série exponentielle g g est absolument convergente (vers e, I'exponentielle de z).
n!
n>0

Remarque 3. Plus tard, de tels développements en des puissances entiéres de z seront appelés “développements
en série entiére”.

IV. Séries alternées

,—{Théoréme 17 (Théoréme spécial des séries alternées).} \

Supposons
1. la suite (uy)nen est alternée  (i.e. ((—1)"uy) a un signe constant) ;
2. la suite (|u,|)nen est décroissante ;

3. lim |u,|=0;
n—+0o00

Alors la série E u, converge.

n>0
—+00
En outre la suite (Ry) des restes est du signe de ug, et VN € N, |Ry| < |uyy1|, o Ry = Z Up,
n=N+1

démonstration : Dans le cas ug > 0. On a pour tout n € N, ug, > 0 et ug, 11 < 0.

On va montrer que les suites (Ay) = (San) et (By) = (San1) vérifient les hypothéses du théorémes des suites
adjacentes, donc convergent vers une méme limite finie.

e Pour N € N, on a ayt1 — any = Saonyo — Son = Uant2 + Uan41 = [uant2| — |Uan11] < 0, donc (ay)
|urn|) decr.

est décroissante.

e Pour N € N, on a byi1 — by = Sonys — Sant1 = Uants + Uont2 = —|Uano| + |uani1] > 0, donc
un|) decr.

(bx) est croissante.

e Pour N € N, ay — by = Sony — Soni1 = —usny1 > 0, donc pour tout N € N,ay > by.

eona |ay —by| = |ugn.1| m 0

Conclusion : d'aprés le théoréme des suites adjacentes, (ax) et (by) convergent vers une méme limite ¢, ( et
YN EN, ay > £> by ).

Par ailleurs, VN € N, Sony1 < € < Sonyog, donc 0 < £ — Sonyig < Sonio — Soni1 = usnyo, donc |Ronyq| <

|[uzn 2]
et Soy > € > Sony1, donc 0 > 0 — Syy > Soni1 — San = uan+1, donc |Ron| < |uan1].

Le cas u,, < 0 est analogue. [.

Remarque 4. Lorsque ce critére s’applique, Sy fournit alors une valeur approchée de la somme S, & |Ry| prés
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+oo
exemple 8. L’ensemble de définition de x —— Z

n=1

1
N+1

—1\ngn
( est | — 1,1}, et pour z € [0, 1], la somme partielle

Sn(z) est une valeur approchée de la somme a prés.
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V. Formule de Stirling

Préliminaires : constante d’Euler

1 n+1
Soit f: [1,+oo[— R, t — " Pour tout n > 1, on note w, :/ f(&)dt — f(n+1).

1. Comme f(n)—f(n+1) > w, > 0, par comparaison avec la série télescopique convergente Z fn)—f(n+1),
la série an converge, on note W sa somme.
n>1

N-1 N—1+1 dt N-1 1 N 1
2. POUVtOUthl,;wk_/l‘ 7— k——i—l:hl(N)—i_l_ZE

k=1 k=1

N
: : . 1 .
3. On en déduit que la suite (gn)n>1 définie pour tout N > 1 par gy = E i In NV converge vers la limite
k=1
notée v = 1 — WW. Cette limite est appelée « constante d'Euler ». Elle vaut environ 0,577...

lemme 18. ] existe v > 0 tel que :
1
2 T e In(n) + v+ o(1).

,—[Théoréme 19 (Formule de Stirling).

n! ~ onw (E)n

n—4o00 e

~

démonstration (non exigible) :

1. (@) Pour t € [n,n+ 1], In(k) <Int <In(k + 1), donc par croissance de |'intégrale,
k+1
In(k) < / Int dt <In(k+1)
k

(b) En sommant pour k allant de 1 a N —1,
N-1 N N-1
(N =1)1) =) In(k) < / Intdt < Y In(k+1)=In(N)
k=1 (@) /1 (D) k=1
Ainsi, comme ¢ — tInt — t est une primitive sur |0, +o00[ de t — Int, on obtient
NInN—N < In(Nl) < (N+1D)In(N+1)— (N+1)—2In2+2=NIn N + O(In N)
(D) (@)
Ainsi In(N!) = NInN — N + O(In N).
(c) En posant v, = In(n!) — nlnn + n, on calcule
Unt1 —Vp =In((n+1) xn!) —(n+1)In(n+1)+ (n+1) —In(n!)+nlnn—n
=In(n+1)+In(n!) —nln(n(l+1/n)) —In(n+1)+ (n+1) —In(n!) + nlnn —n
1
=-nln(l+1/n)+1 = —n[l/n—1/(2n%) +O0(1/n3)] = o + 1y, o 7, = O(1/n?) est le reste d’une série

convergente.
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On en déduit que la série télescopique E Upt1 — Un CONverge, et en notant S sa somme, que
n>1

N 1

N-—1
I(N) = NInN+N —1=0y —v1 = Y Ups1 — Uy = ’Z +Z7"n
n=1

. 1 .- ’
Cestadievy —1= = —InN+2+8+ o(1) , en utilisant la constante d’Euler
n—+oo 2 2

(d) Ainsi, pour £ =1+ /2 + S, on a montré que :

1
In(N!) = NImN-N+_-InN+/{¢+0(1)
n—+o0o 2
NlNNllNé(l) N\
nN—N+—=InN+6+
et en passant a I'exponentielle, N! = ¢ 2 ¢ = KVN <> eo(1) (F)
n—-+4o0o e

n—-+o0o

NN
Clest a dire| N! ~ K\/N() (%)
e

/2 T /2 /2
2.(a) i. W= / (sinz)? dz = 5 et Wh = / sinz doz = [—cosz],’ " =
0 0
™ /2
Soitn>2: W, :/ (sinz)" dx :/ (sinz)"2(1 — cos? ) dz
0 0

w/2 /2 /2
= / (sinz)" 2dx — / (sinz)" 2cos’x do = W, _g — / (sinz)" 2 cosx x cosx dx
0 0 0

linéarité
. n—1 /2 T2 (o n—1
= W9 — %cosm —/ (sina)"™ X (—sinz) dzx
LP.P. n—1 0 0 n—1
1
Donc:Vn > 2, W, = W,_9 — 71Wn, ce qui fournit la relation de récurrence : Vn > 2, W,, =
n—1
Wh—2 (R).
ii. On montre alors par récurrence sur p € N la propriété P, : « W (2p) 7 »
. u u i : = —
P ) D prop P 2p (20p!)2 2
initialisation : Wy = 5
hérédité : supposons P, pour un entier p € N. d’aprés (R),
W _2p+2-1 2p+1 ~ (2p+1) (2p)! z_(2p+2)(2p+ 1) (2p)! m
PR Topr2 T T p2 T 2p+ 1) (2p)22 R+ D2 (20p)22
_ Qe+t
= @t 1)!>2§, d'ot Ppi1
. . . (2Pp!)?
On montre de méme par récurrence sur p € N la propriété Q) : « Wopy1 = m >
D !

initialisation : Wy = 1.
hérédité : supposons Q,, pour un entier p € N. d'aprés (R),
2p+3-1 2p+2) (27p)* PR+ @ph)? 2P (p 4+ 1)))?

W = — - = = = , ,O\
W o3 PTG, 2p+3) 2+ 1) (2p+3). 2p+2) 20+ 1) Cp+D -+
Qp—i—l

. 2p)! w (2vp)*
A : = —

insi : |Vp € N, ng (2pp!)2 5’ et W2p+1 (2 T 1)
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2p)! V2p(2p)?Pe el
iii. Soit p € N, d'aprés la formule (%) : Wy, = (2p)} © ~ p(2p)™e Ke T donc
1. (2Pp!)2 2 p—too 220, /ppPePe)2 2
T
Wo,  ~ b
) Tt yapek )
(b) Soit n € N. Vz € [0,7/2], 0 < sinz < 1, donc sin(x)" ™! < (sinz)™.
/2 w/2
Par croissance de l'intégrale, on a donc W, 1 = / (sinz)" ™ dx < / (sinz)" doe =W,
0 0
donc ’ la suite (WW,,) est décroissante |.
Soit n > 1. On a en particulier Wy,4 1 < W,, < W,_1. Comme W, > 0, on en déduit que :
V=1, WoWep < W7 < WuWp.
_ (2p)! 7 (2Pp!)? T T
(c) Soit p € N. Pour n = 2p, WoWni1 = WapWapss 2p)22 (2p + 1)1 2(2p 1 1) psioo 2(2p)
7 (2Pp!)? (2p+ 2)! (2p+2)m s
P =2 1: W Wy = Wop 1 W- == = ~ .
ourn =2p L Wt = Woptt Wont2 = 5 5 "o @0t (p 1 )12 22(p + 1)2 psioo 2(2p 1 1)
T
Donc | W, W11 o o
s 7 T . 7w +o(1) T
(d) D’aprés le 2b), W,,W,, 41 T %(1 + o(1)) Wl o De méme W,,_1 W, n7T—>_+oo T3 i 2
L’encadrement précédent montre que la suite (nWW;2) converge, et que ll}l}rl nW2 = 5 Comme W,, > 0, Vn > 0,
n o
. T
A
- T : s
Tob W Vo P W o, )
L s T NZ : K
De (1) et (2 déduit N , donc ~—= = —. Concl = V27|
(e) De (1) et (2) on déduit que Ip pToo JpeK onc N onclusion | e V2
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VI. Produits de Cauchy

Etant données deux séries numériques Z U, et Zvn, leur produit de Cauchy est la série an de terme

n>0 n>0
n
général w, = Zukvn_k = Z Uil
k=0 p.q€N; p+q=n
,—[Théoréme 20 (produit de Cauchy).} \

Si g Up €t E vy, sont deux séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy g wy, est aussi
n>0 n>0 n>0
absolument convergent, et :

400 400 k 400 400
E Wg = E E UpVk—p = E Up E Vq
k=0 k=0 \p=0 p=0 q=0
démonstration : (non exigible) q
e Dans le cas ou les suites (u,) et (vy,) sont a termes posi-
4 . . . - .
tifs, on note U = g u, et V= E vp. Pour N fixé :
n=0 n=0
k = 4
N 4 - - - .
E E UpVk—_p = E Up E Un—p < s 4
k=0 \p= p=0 k=1 Zzupvq
N N 34 * p=0qf0 * *
E Up E v | < E Up X E vp, le membre de droite
p=0 £=0 p=0 ZUP"“ p
tend vers UV, donc Ies sommes partielles de la série po- k=R=0 \p=0.,
.. ., v\ . ¢ -
sitive g wy, et majorées donc convergent vers W, avec
k
W <UV. k= .
9 * S 4 -
2N n 2N 2N ‘2 2 N
En outre, UpUp—p | = E Uy g Un—p Z_:;\goupvq
n=0 \p=0 p=0 n= k:o:)p‘ = . .
2N 2N—p N 2N—p N N ! 0 "1 2 T3 4 M
U v | > U v > U v
Doup| Dove) =D up Y ve) =) | Y v
p=0 £=0 p=0 (=0 p=0 £=0 0<Z<2“p"q< Z Z UpVq §0<Z<4“p"q
donc a la limite W > UV. D'ot W =UV. 1= pra=k Pa
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e Cas général : montrons d’abord que la série E wy, est absolument convergente.
n>0

+oo +o0
Notons A = Z|un| et B = Z |vn|. Soit N € N. On a:

n=0
N N /N N N N
Z |wn| = Z Zupvn -p| = Z Z [up|[vn—p| | = Z Z |up|[Un—p| | = Z |up| Z [un—p| | < Z lup| B < AB.
n=0 n=0 |p=0 p=0 \n=p p=0 n=p p=0
Donc an est absolument convergente, donc convergente, vers un nombre W.
n>0
N N N
En notant, pour N € N, Uy = Zup, VN = qu, et Wy = qu, on a:
p=0 q=0 q=0
N [N N q N N N N
UNVi =Wl =12 | D ups —Z Zqu—p = IZ% Dt | =D (Z%w) |
N N
—\Z% qu qu pf =12 > o Z S
p= g=N—-p+1 =N-p+1
pU|s en remontant Ies caIcuIs precedents en remplacants | es termes des suites par leurs valeurs absolues :
N [N N N N
|UnVN — W] SZ Z‘“p”vﬂ _Z |[uplvg—pl ‘“p| Z|Uq‘ _Z|wq|-
p=0 \g=0 q=0 \p=0 q=0 q=0
Le cas positif montre que le membre de droite tend vers 0, d ol |existence de la limite : lim Wy = lim Uy X
N—+o0 N—+o0
lim Vy O
N—+o0
+0o +00 iy
z Y - .
exemple 9. exp(x) = Z —et exp(y) = Z — sont les sommes de deux séries absolument convergentes. Leur produit
n! m)!

n=0 m=0
de Cauchy est donc absolument convergent et la somme vaut :

zn, S 9) ppeammii zs,z() f>

mO SOmO = =

On a exp(x +y) = exp(x ) X exp(y)

Remarque 5. On verra au chapitre “séries entiéres” que :

[Proposition 21 (exponentielle complexe).]

exp(z + iy) = exp(x) exp(iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) = e® ¥, Va,y € R

2py2p oo j20+1y2a+1 oo (—1)Py2P

B — = i(—1)dy2att B . .
1P 3Rc7rny D Bior b Dy crray it S

.
exp(iy) = Z Z

n=0 =0
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Nouveau Programme PC 2022 :

A - Compléments sur les séries numériques

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiére année sur les séries, notamment la convergence
absolue, en vue de I'étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
L’étude de la semi-convergence n'est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Technique de comparaison série-intégrale.

Formule de Stirling : équivalent de n!.

Régle de d’Alembert.

Théoréme spécial des séries alternées, majoration et signe du
reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-
intégrale pour établir des convergences et des divergences de
séries, estimer des sommes partielles de séries divergentes ou
des restes de séries convergentes dans le cas d’'une fonction
monotone.

La démonstration n’est pas exigible.

La transformation d'Abel est hors programme.

La démonstration n’est pas exigible.
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ancien Programme PC :

A - Séries numériques
Cette partie consolide et élargit les acquis de premiére année sur les séries, notamment la convergence absolue, en vue de

I"étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
La semi-convergence n'est pas un objectif du programme.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Compléments sur les séries a valeurs réelles

Théoréme de comparaison entre une série et une intégrale :
si f est une fonction continue par morceaux sur [0, 400,

positive et décroissante alors |a série Zf(n) converge si et
seulement si f est intégrable sur [0, +oc0].

Formule de Stirling : équivalent de n!. Démonstration non exigible.

Régle de d’Alembert.

Théoréme spécial des séries alternées, majoration et signe du La transformation d'Abel est hors programme.
reste.

b) Produit de Cauchy de deux séries

Le produit de Cauchy de deux séries Zun et Zvn de

nombres complexes est la série E Wy, avec :

Wy, = E UgUp-

ptq=n

Si les séries E u, et E vy, sont absolument convergentes Démonstration non exigible.

alors la série E wy, 'est aussi et on a :

S (E0(E)

p=0 q=0
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