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Ordre des exercices : 4, 8, 1, 2, 6, 5, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,

29, 30

Méthodes o retenir :

e Attention au vocabulaire et aux notations :
N +oo

E U, est une somme partielle, avec N fixé; E uy, désigne la somme de la série convergente de terme général u,, ;

Enfin E u, désigne la série de terme général u,, dont on ne connait pas forcément la nature;

n>0

e Pour justifier qu'une série g u, converge, il suffit de comparer |u,| au terme général d'une série convergente de

référence.

e Pour justifier qu'une série Zun diverge, il suffit de savoir que u, ne tend pas vers 0 (grossiére divergence). La

réciproque est FAUSSE! (la série harmonique Zn‘l diverge...)

e Pour une série a termes tous positifs, montrer la convergence revient & majorer les sommes partielles (Sy) indépen-

damment de N par une méme constante.

I. Exemples usuels
x

e . Inn .
Justifier que la série E —— diverge, en comparant son
n>1

1
terme général & —.
n

Exercice 2 |

. . Inn
Justifier que la série g —5 converge, en comparant son
n
n>1

1
terme général 3 ——.
g n3/2

II. Applications directes du cours

v& « Série geometrique »

Soit a > 0 et (up)n>0 = (a")n>0. Calculer les sommes
N

partielles Sy = Zai, pour N € N. Nature de Zun
i=0

vc « Serie telescopique »

Etudier la convergence de la série E Ups

n>1
1

nn+1) X X ,

On pourra remarquer que ——— = — — .
pou querqu nn+1) n (n+1)

ou u, =

III. A savoir rédiger
e

Déterminer la nature des séries de termes généraux :

o _ (=1)"Inn
a) an_ng—il-n?’ 1 b) b, = - o
c) cp = — d)d,=e— (14—
) V-1 Vn?+1 ) ( n)
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vc « Serie exponentielle »

Montrer que la série de terme général v,, =

converge

(iﬂ.)ﬂ
nl

et calculer sa somme.

v¢ « Comparaison de séries »

1
Sachant que g — est convergente, quelle est la nature de
n>1
la série :
> a1
Up, pOUr Uy = — — —5
n p n 77/2 n3

an, pour w, = — sin est multiple de 3, w, = 0 sinon?
n

Exercice 8 | 2

Déterminer la nature des séries de termes généraux :

2TL
a b) yn = sin ()

1 n+1\"
C)Zn_ln<l+712> d)tn—<n 1) (avec n > 2)

a) T, =
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fm“f « Crltere spécial »
Prouver que Z

déterminer un entler N, pour que

|S — Sn| <1072

5 converge. En notant .S sa somme,

IV. Exercices

%% Mines-Telecom 2017

Pour a > 0 fixé, on pose pour n € N¥,
10 &
n = - I;m(k)

Déterminer la nature de la série E Upy-
n>1

%% « reste d’une série convergente »
Soit o > 1 fixé. Justifier que pour tout n > 2,

n+1 1 1 n 1
/ —adt < — < / —adt.
n t n n—1 t
00 1

En déduire un équivalent simple 3 Ry = Z —.

a
n=N-+1

V. Pour aller plus loin
veveve « Série de Bertrand »
1

Démontrer que la série g _—
a B
=" (Inn)

aet 3, convergessia>1lou(a=1letf>1)

ek

Soit (up)n>0 définie par :

, de paramétres réels

2
up €]0,1[ et Vn € N, up41 = un;—iu"

1. Montrer que (u,) converge vers une limite £ que lon
précisera.

2. Déterminer la nature de la série E Uy,

. K
3. Montrer qu'il existe K > 0 tel que w,, ~ —
n—+oo 27
%% CCP PSI 2016
On définit la suite a :
n défini uite (ug)k>0 par : ux = 1 —i—k2
1. Etablir la convergence de la série de terme général
Uk
+oo
On note pour tout n € N, a, = Z U,
k=n+1

TD ch.2 Séries numériques

en déduire une valeur approchée de S a 1072 pres.
Comment ferait-on en Python pour calculer cette va-
leur approchée?

vk « sommes partielles d’une série di-

vergente »
En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un
équivalent en 400 des sommes partielles d’ordre n des sé-
ries suivantes de terme général wu,, :

1. u,=1/n% (0 < a<1);

2. up =Inn/n

S

Déterminer, selon les valeurs du réel o la nature de la série
de terme général u, =In (1 + (—1)" n™%).

2. Montrer que : Vx €] — 1,1], Zanx” converge.

n>0
ek

Soit (uy,)n>1 une suite de réels strictement positifs. Montrer
la série E Uy a méme nature que les séries :

1. Montrer la série g U, a méme nature que la série :

Z In(1+ uy,);

2. Montrer que si Eun converge, alors
converge
indic. : on pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les sommes partielles, ou bien l'in-

2 b2
i, Ya,b € R

Z@

égalité ab <

e

Soit (ay) une suite décroissante de termes positifs telle que

E an converge.

En justifiant, démontrer que pour n € N,
O<nan<2(5 SLn/2j)

2. En déduire que na,, ——— 0.
n—-+o0o

3. En déduire que la série E n(ay, — any1) converge.
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B
n

1
1) Soit n € N*, on pose s,, = ZE démontrer que pour

k=1
k+1 1 1

1
tout k € N* : Pl < /k Edt < 7 &N déduire que

Sn ~ Inn quand n tend vers +00;
2) Pour n € N*, on pose u, = s, — Inn , démontrer que
(up) est une suite décroissante convergente de limite notée
v, prouver que s, = Inn+~vy+o(1);
n—-+o0o
* . C_l)k+1
3) Pour n € N Un;k

, démontrer que

L1 — ()" .

On = —————dx, et que (0,) est une suite conver-
0 14—$

gente et calculer sa limite; retrouver ce résultat en remar-

quant que o9, = S2, — Sn;

e

Soit u —/JFOOdt
")y (1+t3)n

1. Trouver une relation de récurrence entre les éléments
de la suite (uy,).

2. En déduire une expression de u,, en fonction de n;

3. Donner la nature des suites et séries de termes gé-
néraux uy, , (—1)"uy , up/n
( on pourra étudier la suite définie par :
v = In(n'Buy,) )

4. Déterminer la somme de la série de terme général
(71)”“”

e

Prouver que pour tout n € N* I'équation Inz =z —n, a
une solution unique dans [1, +oo[ notée x,,, étudier la nature

de Z(:pn)o‘ pour « réel.

e

Discuter selon la valeur des paramétres réels «, 8 la nature
des séries suivantes de terme général :

a)an:a‘/ﬁ b)bn:H(“/B
k=1

nOé

_ _ a\B
=137 d) d, = (1+n%)

c) en

TD ch.2 Séries numériques

el

Soit Zun une série a termes strictement positifs telle que

Un+1
Un,
absolument convergente

A .
=1— — + v, oll A estréel et Zvn est une série
n

U A
1. Pour tout n, on pose w, = In <n+1> +—. Prouver
Uy, n

que g wy, est une série absolument convergente.

2. En déduire que u,, ~ pour un réel A > 0.

n—-+00 nA,

1.3.5.....2n — D\
3. EtudierZ( :;i6 (?2@ )) , pour a € RY

S

Soient g U, g vy, deux séries a termes strictement posi-

tifs convergentes, démontrer que les séries de terme général

UnUn,
sont convergentes.

n T Un

Ay, = /UpVy, €t b, =

Y ¢ Mines-Ponts : série divergente

n
1
Donner un équivalent de E —_—
P klnk

¥ « Mines-Ponts »

Soit (un)n>0 définie par : ug € R et
(=1)™ cos uy,

Vn € N, =
" tntl n+1

Nature de la série de terme général u,, 7
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2 « Mines-Ponts » el

On consideére la suite (vy,) définie par : Vn > 1, Pour tout n € N, on pose
1\ L (n+1)m o; ¢ (n+1D)m | o "
1 i)\? ! Up = / gdL‘, et v, = / @dt.
vy = | n+ (n—1)+(---+(2+14)...> . nr t nr t

Donner la limite de la suite (vy,). L
(vn) 1. Montrer que la série Zun converge. On notera /¢

n>0
la somme de cette série.

Montrer que v,, = O(ni)

%Y « Mines-Ponts »

Soit (1 )n>0 définie par : ug € R et 2. A l'aide d'un encadrement par des sommes partielles
Wn €N, . = (=)™ coS Uy, de la série Zun montrer que :
+1 n=>0
Nature de la série de terme général u,, ? Bgint _
lim ——dt = £. Commentaire.
B—+oo 0 t
Atk CCP MP 2017
On définit la suite () par ug > 0 et ¥n € N, ntl _ 3. Soit £ € N. Montrer que pour tout ¢ € [km +
Unp . \/i
n+a ) _ . ) /4, kT + 3n/4], |sint| > ——.
3 oll a et b sont des réels strictement positifs. Déter- 2
n
miner la nature de Zun et calculer sa somme en cas de 4. En déduire une minoration de vy, pour tout k£ € N.
convergence. o _
Indication - Etudier la suite (vn) définie par : vy, = 5. Donner la nature de la série ka. Commentaire.
(n+b—1)u, k20

VI. Produit de Cauchy
e

Démontrer que pour tout = €] — 1, 1],

x
(-1

n

~—

Soit u,, = v, = , Vn > 1.

B

Justifier que les séries g up et E vy, sont convergentes, mais que leur série produit de Cauchy E wy, diverge, avec
n>1 n>1 k>1
k

Vk>1, wg = Zupwk,p.
p=1

TD ch.2 Séries numériques 4/8
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VII. Constante d’Euler
e

Pour tout n > 1, on note w,, = /

n

n+1 1 1
t

n+1

1 1
1. Montrer que pour tout n € N*, 0 < w, < — — )
n n+1

2. En déduire que la série g wy, converge, on notera E sa somme.

N-1

1
. En dédui InN — = F 1 i
3. En déduire que In 321 T Nomreo + o(1), puis que
Y1
g — = InN-1+E+o(1),
n N——+oo
n=1
M1
c'est  dire — = InN+~v+o0(l) (£)} ouy=FE—1>0 est appelé constante d'Euler.
nzln N—+o00

VIII. Formule de Stirling
el
Al

On admet (c.f. exercice précédent =Y - = In(N 1) ~ InN
n admet (c | exercice précédent) que sN' Z N e n(N)+ v+ o )N%Jroo n
1. Premier Développement asymptotiqub=de In(n!

k+1
(a) Pour n > 1, comparer Ink, / Int dt et In(k + 1).
k

(b) En sommant les inégalités de droite pour k allant de 1 8 N — 1, en déduire que NIn N — N < In N!

En sommant les inégalités de gauche pour k allant de 1 3 N — 1, en déduire que In N! < NIn N — N + ¢ty ol

TN N O(InN)

NN
(c) En déduire que In(N!) = NInN — N + O(In N), soit NI = —e0n ),
N—+oco €

2. Raffinement : développement asymptotique de In(n!) —nlnn +n

(a) En posant v, =1In(n!) —nlnn+n, et a I'aide de dévelopements limités, montrer que

Uptl —Un = — + 7Ty, 00 Ty = O(l/nQ) est le reste d'une série convergente.
n

2

(b) En déduire que la série ZvnH — v, converge, et en notant S sa somme, que
n>1
1 . ,
vpw—1= = —InN+ % + S +0(1) , en utilisant la constante d'Euler

n—+oo 2

De sorte que, pour £ =1+ +/24 5, on a montré que :

1
In(N!) = NlnN—N+§lnN+€+o(1)

n—-+o00

(c) En déduire I'existence d'une constante C' > 0 que I'on exprimera en fonction de ¢ que :

Nl ~ CJN(]DN (%)

n—-+o0o
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w/2
3. Intégrales de Wallis On pose W,, = / (sint)™ dt.
0

(a) i. Calculer Wy et Wy. Pour k > 2, établir une relation entre Wy, et Wj_o.

5 ' 22n l 2
ii. En déduire les formules | Ws,, = ;22(7%72;)2 et | Want1 = (2”(47’11))' .
iii. A l'aide de (%), en déduire que Wy, P00 \/% c W

(b) Justifier que la suite (W),,) est décroissante et positive, et pour tout n >0, 0 < W40 < Wy < W),
(c) En déduire que

™
WiuWhia n;\jroo %
s T : s
(d) En déduire la formule | W, n oo \/ 3y, 1 PUIS Wap ntos \ 2% 2p (2)-

(e) En déduire la formule de Stirling :

n\ n
nl  ~ — 2nm
n—+oo0 \€

TD ch.2 Séries numériques 6/8
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Notes

a0 — gN+1

1
3 correction : pour a # 1, Sy = . il y a concergence ssi a1 — 0 c'est a dire ssi la] < 1, vers 1
—a _
15 correction :
1. 4=0
1+1/2
2. apcr, Un+1 < +2 / uy, €t majoration par O((3/4)™)
o n—1 n—1
3. Zln(l + ug) CV, car a méme nature que Z“k on a donc u, = o X H 1+4ug); K= li’gnuo H (14 ug)
k=0 k=0
n 1
25 correction : équivalent a / dz = In(In(n)) — In(In 2)
o zlnz
26 . (=yr-t 2
correction : |un+1| — 0, par DL2, up, = ———— + O(n™ %)
n
27 correction : diverge car v > n |, par réc vl e(2n)'/* car 2z + 2)'/* < z pour z > 2
28 . (=p~-t 2
correction : |up41| — 0, par DL2, up, = ——— + O(n™7)
29 correction : Upt1 —Un = (a+b— 1)un.
—-b+1
Casatbo1=0:uy——2T1
n
Casa+b—1#0 Zun CV ssi Z(Uk+1 — vy, CV ssi (Viy) CV vers une limite L, auquel cas up, ~ L/n. Si L #0DV. Si L =0, u, = o(1)/n
33 correction :
1.1 1 , . 1 1 1
1. Pourte n,n+1], —>-> donc par croissance de l'intégrale, — > w,, > et 0 <w, < — — .
n t n+1 n n n+1
1
2. Par comparaison entre séries positives, comme la série telescopique Z - = converge vers 1 (sommes partielles), alors la série an converge.
=n n+t 1
N 1 N-1 N—-1 1
3. En sommant pour nde 1 3 N — 1, on a bien, par Chasles, avec = —dtIn N : wp =In N — = FE+o(1
P P /1 t ; " ; n+1 No+oo @
N N
Ainsiln N —1— ) 1o E+o(1), d'ot le résultat. » Lo N 1+E+0(1) = InN+vy+o0(1),oly=E—1>0 est la constante
foynr ' ' el n N—+oco N —+oco ’
d'Euler.
34 correction :

1. (a) Pourt € [n,n+1], In(k) <Int¢ < In(k + 1), donc par croissance de l'intégrale,
k41
In(k) g/ Int dt < In(k + 1)
k

(b) En sommant pour k allant de 18 N — 1,

N-1 N N-1
(N -1 = 3 In(k) < / ntdt < 3 In(k+1) = In(NY)
= T oh @) =

Ainsi, comme t — tInt — ¢ est une primitive sur |0, +oo[ de ¢ — Int, on obtient
NInN—N < In(N!) < (N+1)In(N+1)—(N+1)—2In2+2=NInN + O(In N)
(D) ()
Ainsi In(N!) = NInN — N +O(In N).
(c) En posant v, = In(n!) —nlnn + n, on calcule
Upt1 —vn=In((n+ 1) xn)—(n+1)In(n+1)+(n+1) —In(n!) + nlnn —n
=In(n+1)+In(n!) —nln(n(l+1/n)) —In(n+ 1)+ (n+1) —In(n!) + nlnn —n

1
=-nln(l+1/n)+1 = —n[l/n—1/(2n2%) + 0(1/n3)] = o +7p, ol 7, = O(1/n?) est le reste d’une série convergente.
n—-+o0o n
On en déduit que la série télescopique Z Un+41 — Un converge, et en notant .S sa somme, que
n>1
N-1 N1y N
In(N) = NInN+N—-1=vn —v1 = VUptl — Up = — -+ r
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1
cestadirevy —1= = —InN+ T o5y o(1) , en utilisant la constante d'Euler
n—+oco 2 2
(d) Ainsi, pour £ =1+4~/2+ S, on a montré que :
1
In(N!) = NInN-N+-InN+/{+o0(1)
n—-+oo 2
NInN N+11 N+£+0(1) N\N
n — — in o
et en passant a I'exponentielle, N! = e 2 = KvVN (—) e (F)
n—-+oo e
NN
Cestadire[| N! ~ KVN (—) (*)
n——+oo e
/2 /2
2. (a) i Woz/ (sinz)® dx:g,et W1:/ sinz dx:[fcosm]gp:l
0 0

/2 /2
Soitn >2: W, = / (sinz)™ dz = / (sinz)""2(1 — cos® z) dx
0 0

linéarité

. n—1 m/2 /2 (& n—1
= Whn_2 — <{(s1nx)1 cosx} f/ (sinz)"™ X (—sinz) dz)
. 0

/2 /2 /2
= / (sinz)"2de — / (sinz)" "2 cos? & doz = Wi, _o —/ (sinz)" 2 cosz X cosz da
0 0 0

L.P. n — 0 n—1
1 -1
Donc : Vn > 2, Wy, = Wy,_9 — 71Wn ce qui fournit la relation de récurrence : VYn>2 W, = n-- n—2 (R).
n — n
. B’ . 2p)! =
ii. On montre alors par récurrence sur p € N la propriété P : « Wap = — >
(2rph)2 2
initialisation : Wy = g
hérédité : supposons Py, pour un entier p € N. d’aprés (R),
2p+2—1 2p+1 2p+1) 2p)! © (2p+2)2p+1) 2p)! 7
W2P+2 = 7W2P = 5 5 WQP = 2 5= 2 2 5
2p +2 2p+2 Pp 2(p+1) 27p)2 2 (p+ D> (27p!)? 2
_ Qe+ w,
= Wg, d’'ou Pp+1.
N " o (2Pp!)?
On montre de méme par récurrence sur p € N la propriété Qp : « Wop11 = ——— »
(2p+1)!
initialisation : Wy, = 1.
hérédité : supposons Q,, pour un entier p € N. d'aprés (R),
2p+3-1 (2p+2) (27p))? 2+ @rph)? _ PTYe+1))?
Wapts = —(———Wapt1 = = = ,d’ot Qpy1.
2p+ 3 9 (2p+3) (2p+1)!  (2p+3). 2p+2) 2p+1)!  (2p+1)+1)!
o (2p)! = (27p!)?
Ainsi : |Vp € N, Wa, = —, et Ws = ——
nsi p 2p (2pp!)2 2 2p+1 (2p+ 1)'

2p)! V2p(2p) e~ ek
iii. Soit p € N, d'aprés la formule (x) : Wo, = (;pp?)Qg o 2252(\/1:)]0—61)6;)22, donc
- (2rp! p—o0 ppPe~

™
W- ~ —— (b
Py Heo v 2pekK ®)
(b) Soit n € N. Va € [0,7/2], 0 < sinz < 1, donc sin(z)" ™! < (sinz)™.

/2 /2
Par croissance de I'intégrale, on a donc Wy 41 = / (sinz)" ! dz < / (sinz)™ de = W,
0 0

donc ‘ la suite (Wy,) est décroissante ‘
Soit n > 1. On a en particulier Wy,1.1 < W, < W,,_1. Comme W,, > 0, on en déduit que :
’ Vn>1, WoWhp1 < W2 < W Wyt \

. (2p)! 7 (2Pp})? ™ ™
Soit N. P = 2p, W, W, = Wa, W- = — = ~ —
(c) Soitpe our n = 2p, WnWn41 2p Wap+1 (2rp)2 2 (2p+ 1)]  2(2p+ 1) p—+oo 2(2p)
w (2Pp!)? (2p +2)! _ @Cp+2)7 T

Pourn =2p+1: W,W, = W W = — = [T —
urn P nWn+1 2p+1W2p+2 2 (2p+ 1)! (2p+1(p+ 1)!)2 22(p+ 1)2 p—+oo 2(2p + 1)

T
Donc | W, W, ~ —
n¥Vn+1l n—too 2m

m+ o(1) T, L
= ——= ~ —. L'encadrement précédent montre
n—+oo 2n —2 n—+oo 2n

(d) Draprés le 2b), Wp,Wp11 = u (1+0(1) ~

n—+oo 2n n—+4oo
T

. De méme W,,_1 W,

S

que la suite (nW?2) converge, et que lim nW?2 = —. Comme W, >0, Yn>0,0ona lim +/nW, =,/—-,
n——+oo n——+oo

s T
d’ou W, ~ — is W- ~ 2
o Wn n—+oo 2n' puis Wap n—+o0 2 X 2p )
I3

(e) De (1) et (2) on déduit que \/j ~ T %

, donc
4p p—oo /2pek

T .
= ——. Conclusion
eK
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