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Pre-requis

Somme des termes d’une suite géométrique, théoréme des suites adjacentes, séries numériques de 1lére année

Objectifs
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I. Polynomes d’endomorphisme

1.1 Définition, notations

Définition 1.
d

Soitu € L(E)etP = Z a, X" un polyndme, avec d € N, ay, .. . ay € K. On appelle polyndme d’ndo-
k=0

d
morphisme P(u) = Zakuk,oﬂuk =Idsik=0etu =wuo---ousi>1
k=0 k fois

Remarque 1. |dem avec matrice A € M, (K).

exemplel. X°(u) =u° =Idg
X(u)=u
X?*(u) =uou

exemple2. A = ((1) i)

A? =24 -1,
.2 Polynomes annulateurs
2.a) Définition

Définition 2.

d
Soitu € L(E)etP = Z a, X" un polyndme, avecd € N, ay, . . . aq € K.

k=0
d

On dit que P est annulateur de u si: P EST NON NUL et P(u) = Z apu’ = Oc(r)
k=0

Définition 3.
d

Soit A € M, (K). P = Za’ka un polynéme, avecd € N, ag, . ..ay € K.
k=0

d
Ondit que P est annulateur de Asi: P ESTNON NULet P(A) = Z apA¥ = 0,
k=0

exemple3. X°(A) = A" =1,
X(A) = A
X2 (A)=Ax A
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exemple4. A = (1 2)

0 1
P = (X —1)*annulateur de A car A = 2A — I,

2.b) Produits de polynomes

[Proposition 1.}

(PQ)(u) = P(u) o Q(u), VP, Q € K[X],Vu € L(F)
(PQ)(A) = P(A) x Q(A)VP,Q € K[X],VA € M, (K)

2.c) Calculd’inverse

[Proposition 2.}

d
Soit P = Zaka un polyndéme, avecd € N, ao, ... aq € K, tel que ay # 0.
k=0

Si P est annulateur de u, alors u est inversible, d’inverse u™ " = — apu

d
. 1
dém:uo (—Zakuk_1> = —Idg

a
0 k=1

1 2
exemple5. M = 0 3
P = (X —1)(X — 3) annulateur de M, c’et a dire
—1 —1 -1 /- ~
M? — 4M + 31, =O,donc?M(M—4I2) =letM ' = ?(M—zug) == < 52 ) = (1 2/3>

2.d) Cas matriciel

[Proposition 3.]

d
Soit P = Zaka un polynéme, avecd € N, ag, ... ay € K, tel que ag # 0.

k=0
d

—1
Si P est annulateur de A € M,,(K), alors A est inversible, d’inverse A™! = — E ap APt
Qo
k=1

Ch.04 Polynomes d’endomorphisme, Interpolation 3/10



Math Polyndomes d’endomorphisme,Interpolation' PC hp'p”t
atns Lyoke Brizeux

M. Roger

2.e) Calculs des puissances par divisions euclidiennes

Remarque 2. On peut aussi calculer les puissance : si Rz, est le reste de X” dans la division euclidienne X? = PQ), +
R, de X? par P annulateur, alors

A? = P(A)Qp(A) + Ry(A) = Ry(A)

Et si P scindé a racines simples A1, ... \,, alors R,(\;) = ! permet de trouver R, explicitement.

lemme 4. S = PQ + R avec P annulateur, alors S(A) = R(A), en particulier A = R,(A) pour R, le polynbme de
reste dans la division euclidienne de X? par P annulateur.

On trouve les coeff de R, en évaluant en les racines simples de P, voire en dérivant puis évaluant pour les racines
multiples.

Exemple J =

_ o O

10
0 1],calculde J?.
0 0

Il. Interpolation de Lagrange
1.1 Définition

Définition 4.

Soientn € N¥, ag,...,a, € Kdeux a deux distincts. Les polynémes de Lagrange sont les (L;)o<i<n
définis par:

L= [ ——(x-a)

0<j<n,ji (a; — a)

1.2 Propriétés
[Proposition 5.}

Li(a;) = 8]

(2

dém : par construction!

[Proposition G.J

(L;) base de K, [ X]

dém : Liberté : si Z NiLi = O,alorsenaj, \; x 1 = 0. Puis par cardinal égale dimension , on obtient une base.

[Proposition 7.}

VP € K,[X],P =) P(a;)L;.
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dém: Liberté:si » X\, L; = P,alorsena;, \; x 1 = P(a;);la décomposition est unique dans une base.
J J J
i=0

Corollaire 8.

n

variante directe: Onnote P = let() = Z L;.

=0
n

Ils s’agit de deux polyndmes de R,,[X] et on vérifie que pour0 < k > n, P(zy) = 1 = Ly(z1) = Z Li(zy), car
i=0
Li(xy) = 6F, V0 < i < n.

Donc P et ) coincident en n+ 1 valeurs distinctes et sont de degrés au plus n, donc sont égaux, d’ou| 1 = Z L;
=0

11.3 Interpolation de Lagrange

Pour approcher une fonction continue f, sur un intervalle, on peut prendre le polyndme interpolant les f(z;) en
les a;.
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11.4 Vandermonde

Soient n € N, et (a1,...,a,) € K".On appelle déterminant de Vandermonde le scalaire noté
V(ay,...,a,) défini par:

1 a a&& ... a!
1 as a? ar !
_ 2 o . 2
V<a17 7an> -
1 a, o ... o't

n
lemme 9. Vn € N, V(ai,...,an, an1) € K™, Viay,. .., a0, Gpy1) = H(an+1 —ag) x Vlay,...,a,)

k=1
démonstration :
1 a a% . an_l af
1 a a% . a;l_l ay
V<a17"'7a‘n7a7l+1) = ..
1 a, a2 ... a ' a
O R s S A
On fait successivement et dans cet ordre, pour k allant en décroissantden +1 a2, onfait Cj, + Cy — a,1Ch_1 :
1 (a1 — ans1) aj(a; — apy1) oo al a1 — apgr) al Har — apgr)
V(alv ces Qpy an+1) =1 (an,1 — an+1) an,1<an,1 — an+1> aﬁ:?(an,l — Gn+1) aZj(an,l — CLn+1)
1 (an - an—l—l) an(an - an—l—l) s az—Q(an - an—l—l) az_1<an - an—l—l)
10 0 0 0
n
= (1) (a1 = apg1) X - X (= ang1) X V(az, .. an, angr) = [ [(@ni1 = ar) x Viar, ... an)

k=1
en développant par rapport a la premiére ligne puis en factorisant en ligne. [

[Proposition 10 (déterminant de Vandermonde).}

n—1 n
Soientn € N* et (aq,...,a,) € K",|V(ay,...,a,) = H ( H (a; —ai)> = H (a; —a;)|.
J Y

=1 =i+1

démonstration : par récurrence surn > 1.
e Uinitialisation est immédiate pourn = 1.
e supposons la propriété vraie au rang n.
Ona:

Viar, ... an,an41) = H(an-l-l —ag) X Viai,...,a,) = H(an+1 —ay) X H < H (aj — ai))
) ) =1 : s k=1 i=1 \j=i+1

. ( 1 <aj—ai>) s -y =T ( I <aj—ai>>
i=1 \j=i+1 j=1 =1 \j=i+1
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[Proposition 11.}

Vi (ag, ... ay,) # 0 assure que le systeme M X = Y admet une unique solution ou
bo Co

Y=|:| M= (a{)ogi,jgn la matrice de Vandermonde,et X = | : |,avec P = chXk Cunique
bn,

Cn k=0
polynome d’interpolation de Lagrange.

Remarque 3. En effet, le probléeme d’interpolation revient a résoudre le systeme d’inconnue X :

P(ao)
Co bo
Pla
Mx|:|= (, U :
Cn, Play) b,
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1.5 Algébre linéaire

Dans toute cette partje, K désigne R ou C. . . .

5.a) A-Complements sur les espaces vectoriels, les endomorphismes et les matrices

Le programme est organisé autour de trois objectifs :

— consolider les acquis de la classe de premiere année;

— introduire de nouveaux concepts préliminaires a la réduction des endomorphismes : somme de plusieurs sous-
espaces vectoriels, somme directe, sous-espaces stables, matrices par blocs, trace, polynémes d’endomorphismes
et de matrices carrées, polynémes interpolateurs de Lagrange;

— passer du point de vue vectoriel au point de vue matriciel et inversement.

Le programme valorise les interprétations géométriques et préconise Uillustration des notions et résultats par de

nombreuses figures.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Polynémes d’endomorphismes et de matrices carrées

Polynéme d’un endomorphisme, d’une matrice carrée. Relation (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
Polynéme annulateur. Application au calcul de Uinverse et des puissances.
Deux polynémes de I’endomorphisme v commutent. Le noyau de P(u) est stable par .

Adaptation de ces résultats aux matrices carrées.

e) Interpolation de Lagrange

Base de K,,[X] constituée des polynémes interpolateurs Expression d’un polynéme P € K, [X| dans cette base.

de Lagrange en n + 1 points distincts de K. La somme des polynémes interpolateurs de Lagrange en
n + 1 points est le polynéme constant égal a 1.
Déterminant de Vandermonde. Lien avec le probleme d’interpolation de Lagrange.
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Espaces vectoriels, endomorphismes et matrices

Le programme est organisé autour de trois objectifs :
— consolider les acquis de la classe de premiére année;
— étudier de nouveaux concepts : somme de plusieurs sous-espaces vectoriels, sous-espaces stables, trace;

— passer du registre géométrique au registre matriciel et inversement.
Le programme valorise les interprétations géométriques et lillustration des notions et des résultats par de nombreuses

figures.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Produit et somme d’espaces vectoriels

Produit d’un nombre fini d’espaces vectoriels; dimension
dans le cas ou ces espaces sont de dimension finie.
Somme, somme directe d’une famille finie de sous-
espaces vectoriels; sous-espaces supplémentaires.

Base d’un espace vectoriel E de dimension finie adaptée
a un sous-espace vectoriel F' de E; base d’un espace vec-
toriel £ de dimension finie adaptée a une décomposition
en somme directe E = @ E;.

Si Fy, ..., F, sont des sous-espaces de dimension finie,

alors : ) )
dim (Z F) <) dim(F)
i=1 =1

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Décomposition en somme directe obtenue par fraction-
nement d’une base.

b) Matrices par blocs et sous-espaces stables

Matrices définies par blocs, opérations.
Sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme, en-
domorphisme induit.

Siuetvcommutent, le noyau et 'image de u sont stables
parwv.

Les étudiants doivent savoir traduire matriciellement
la stabilité d’un sous-espace vectoriel par un endomor-
phisme et interpréter en termes d’endomorphismes une
matrice triangulaire ou diagonale par blocs.

c) Déterminants

Exemples de déterminants.

Ch.04 Polynomes d’endomorphisme, Interpolation

Les étudiants doivent savoir calculer le déterminant
d’une matrice triangulaire par blocs, et connaitre l’'ex-
pression d’un déterminant de Vandermonde.

S 1: calcul du déterminant d’une matrice.
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Matrices semblables et trace

Matrices semblables.

Trace d’une matrice carrée. Linéarité; trace de la trans-
posée d’une matrice, du produit de deux matrices.
Invariance de la trace par similitude. Trace d’un endo-
morphisme d’un espace de dimension finie.

La notion de matrices équivalentes est hors programme.
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